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Vorwort zur ersten Auflage. 



Die vorliegende Arbeit soll nur zur Einführung in das 
Studium der Determinanten dienen. Sie beschränkt sich daher 
auf die Behandlung der wichtigsten Sätze der Theorie und 
auf Anwendungen derselben. 

Innerhalb dieses Eahmens suchte ich wissenschaftliche 
Strenge mit leicht fasslicher Darstellung zu vereinigen und 
habe deshalb den sonst üblichen Gebrauch der doppelten 
indices vermieden, so wie besonderes Gewicht auf übersicht- 
liche Gliederung gelegt. 

Auch hoffe ich das Verständnis der Theorie wesentlich 
erleichtert zu haben durch eine reichhaltige Anzahl be- 
handelter Aufgaben aus der niedern Algebra und der ana- 
lytischen Geometrie, deren Losungen ich dem Charakter 
des Ganzen anzupassen bemüht war. 

C. Prang. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



In dieser zweiten Auflage sind gegenüber der ersten 
wesentliche Aenderungen durchgeführt. In der Darstellung 
selbst ist zunächst zum Ausgangspunkt die Zeichenbestimmung 
der Unterdeterminanten gewählt worden, statt derjenigen der 
Glieder der Determinante. Dadurch wurde der Begriff der 
Inversion entbehrlich und an seine Stelle ist nun die anschau- 
liche Betrachtung der Reihen getreten, die Kürze der Be- 
weisführung und grössere Uebersichtlichkeit im Ganzen ei> 
möglichte. 

Einem vielfach geäusserten Wunsche um Aufnahme der 
Elemente der analytischen Geometrie des Raumes bin ich 
um so bereitwilliger nachgekommen, als nunmehr die An- 
wendungen der Determinanten auf die betrachteten Aufgaben 
aus diesem Gebiete ohne Voraussetzung besonderer Kennt- 
nisse darin erfolgen konnten. 

Der erste Teil enthält nur Anwendungen der Theorie 
auf Algebra und die analytische Geometrie der Ebene, der 
zweite nur solche auf die des Raumes. 

C. Prang. 
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§ 1. Einleitung. 

Die Determinanten, ein mächtiges Hilfsmittel der Al- 
gebra, bilden als solches einen Teil der Algebra selbst. 
Obgleich ihr Wesen nnd ihre Bedeutung dem genialen Blick 
eines Leibniz nicht entgangen waren, so ist der Ausbau 
ihrer Theorie doch erst ein Jahrhundert später von Cr am er 
unternommen worden, dann hauptsächlich von Laplace ? 
Lagrange, Gauss, Cauchy weiter geführt und erst im 
Jahre 1841 von Jacobi durch seine Abhandlung „de for- 
matione et proprietatibus determinantium" zu einem gewissen 
Abschluss in systematischer Form gebracht. 

Ausser auf Algebra finden die Determinanten die weit- 
gehendste Anwendung auf analytische Geometrie, speziell 
auf die des Raumes. Erst durch den Gebrauch der De- 
terminanten wird ihre Darstellung vielfach leicht übersehbar. 

§ 2. Determinanten zweiten nnd dritten Grades. 

Um zu dem Begriff der Determinante zu gelangen, 
gehen wir von der Auflösung der Gleichungen aus: 

a x x + \y = c x 
a a x + b 2 y = c s . 
Man findet 

a x \-a t \ ' a x b % - a % \ 

Die Resultate zeigen, dass die Werte der beiden Unbe- 
kannten denselben Nenner haben. Der Ausdruck für den- 
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selben aj> % — a % b x wird durch das Symbol 

oder auch durch (a t b t ) 






bezeichnet und eine Determinante zweiten Grades genannt. 
Man löst umgekehrt eine Determinante zweiten Grades auf, 
indem man die Produkte der Elemente, die über Kreuz stehn, 
in der obigen Art von einander subtrahiert. Danach ist 



M. 



= a ,V 



a *\ 



also auch = 



a % \ 



Mithin kann man in einer Determinante zweiten Grades die 
horizontalen Reihen mit den vertikalen vertauschen. 

Bei einem ähnlichen System von drei Gleichungen mit 
drei Unbekannten der Form ax + by + cz = d zeigt sich 
dieselbe Eigentümlichkeit, dass die Unbekannten denselben 
Nenner 

haben. Dieser Ausdruck wird durch das Symbol 

«i \ € i 

«, &i c % oder auch durch (a t b t c a ) 

dargestellt und eine Determinante dritten Grades genannt. 
Die letzte Form enthält also nur die in Klammern geschlos- 
senen Elemente der Hauptdiagonale. Die Entwicklung der 
Determinante dritten Grades lässt sich ausführen, indem man 
die beiden ersten Vertikalreihen hinter die letzte setzt, dar- 
auf das Produkt aus den Elementen jeder Diagonalreihe bil- 
det und schliesslich der Hauptdiagonale und ihren Parallelen 
das Zeichen + , den andern das Zeichen — gibt. Danach 
erhält man: 






V'4 



a A c «+ V.«»+ e flJ>c- a A e i-K c t a - c » a *K 



also einen Ausdruck, der, wie man durch Vergleichung er- 
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kennt, mit dem gegebenen identisch ist, wodurch die Richtig- 
keit des Verfahrens nachgewiesen ist. 
Beispiele. 



z z 
zO z 
z zO 



Qz 

*0 
z z 



= 2z*: 



ab c 
b c a 
c ab 



ab 
b c 
c a 



Zabc- 



b'-c': 



12 3 

4 5 6 
7 8 9 



1 2 
45 

7 8 



= J.5.9 + 2.6.7 + 3.4.8 -7.5.3 -8.6.1 -9.4.2 = 0. 



Die a x a, . . . b t . . . e % werden Elemente, 

die horizontalen Reihen, in denen sie stehen : Zeilen, 

die vertikalen „ » » » „ : Spalten oder 

Kolonnen genannt. 
Und unter der Bezeichnung Reihen sollen umgekehrt, sofern 

nichts Besonderes bemerkt ist, nur Spalten oder Zeilen 

verstanden werden. 

Für die Determinanten dritten Grades gilt offenbar 
nun folgendes: 



M.c.) = 



«i \ c i 

a % b t c % 
a % \c % 



= «A c 3-" a A c »-" a »V»+ a t 5 8 C i+ a iVi- a » 6 » c r 



Jedes Glied enthält aus jeder Spalte und Zeile ein, aber 
auch nur ein Element und es sind auf diese Art alle nur 
möglichen Glieder als Produkte aus den gegebenen Ele- 
menten gebildet. 

Der Faktor irgend eines Elements z. B. von c % in 

(«AO 

ist gleich der Determinante, welche nach Durchstreichung 
der Reihen, in denen c % steht, übrig bleibt, also hier 



a x b x 



Das Zeichen dieses Faktors wird bestimmt, indem 
man schrittweise von der ersten Spalte bis zu derjenigen 
geht, in der das besagte Element also hier c t steht,, und 

1* 



dann vom ersten Element c x herunter bis zu dem betrach- 
teten Element c % übergeht. Ausgehend von dem Zeichen + 
hat man bei jedem Uebergang das Zeichen zu wechseln, 
also hier im Ganzen 2 + 1 = 3 mal. 
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«. 
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«. 


«> 
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«. 
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«. 



Da die Summe der Stellenzahlen beider Reihen, in denen 
das Element steht, um zwei grösser ist, als die Summe der 
obigen Uebergänge, so kann man auch sagen: 

Ist die Summe der Stellenzahlen beider Reihen, in denen 
das Element steht, gerade, so gilt das Zeichen +, im anderen 
Falle das Zeichen — . 

§ 3. Die Determinante n Un Grades. 

Unter einer Determinante n 1 * 11 Grades versteht man 
ebenso allgemein ein Polynom von n* Elementen , die in 
n Spalten und n Zeilen geordnet sind 

a, \ . . . \ 



aus denen alle möglichen Glieder der Art gebildet sind, 
dass jedes Glied ein Produkt von n Elementen darstellt 
und ebenso wie bei der Determinante zweiten und dritten 
Grades ein und nur ein Element aus jeder Spalte und Zeile 
enthält, so dass die Determinante selbst als eine lineare, 
homogene Funktion der Elemente einer beliebigen Zeile oder 
Spalte erscheint. Es können also aus irgend einem Gliede 
z.B. aus dem Gliede a z b A c t d % der Determinante (a t b % c s d 4 ) 
abgesehen vom Vorzeichen alle übrigen durch alle möglichen 
Vertauschungen der indices ohne Aenderung der Buchstaben 
hergeleitet werden. 

Der Faktor eines Elements ist eine Determinante 
(n — l) ten Grades, die man nach Durchstreichung der Spalte 
und Zeile erhält, in der das Element steht. 
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Das Zeichen dieses Faktors ist + oder — , je nachdem, 
genau wie vorher bei der Determinante dritten Grades, auf 
dem Wege von a, bis zu dem betrachteten Element hier 
eine gerade resp. ungerade Anzahl von Uebergängen aus- 
geführt ist. Wie am Schlüsse des letzten Paragraphen kann 
man auch sagen: Ist die Summe der Stellenzahlen beider 
Reihen, in denen das Element steht, gerade, so gilt das 
Zeichen +, im anderen Falle das Zeichen — . 

Aus diesem Bildungsgesetz der Determinanten sollen 
nun Eigenschaften derselben hergeleitet werden. 

Die folgenden Betrachtungen sind der bessern Anschau- 
lichkeit halber an Determinanten niederen Grades durch- 
geführt, aber so gewählt, dass sie für Determinanten be- 
liebigen Grades giltig bleiben. 

Unter den Gliedern der entwickelten Determinante 
kommt auch das Diagonalglied a x b % c z ...h H vor, da dasselbe 
aus jeder Spalte und Zeile ein und nur ein Element ent- 
hält. Dies Diagonalglied nimmt im folgenden eine bevor- 
zugte Stellung ein. Von demselben lässt sich zeigen, dass 
es stets positiv ist. 

Zunächst sieht man, dass jedem Element der Diagonal- 
reihe ein positiver Faktor zugehört, weil immer von a x bis 
zu dem betrachteten Elemente eine gerade Anzahl von Ueber- 
gängen auszuführen ist. Z.B. in ((^ l b i c s d 4 e 6 ) zur Bestim- 
mung des Zeichens für den Faktor von d A 

von a x bis zur Spalte d: 3 Uebergänge 

„ d x bi s zu d A : 3 „ 

im Ganzen 6 Uebergänge. 
Nun gehört 
in (a x b % c z ) dem c 3 das pos. a x b 2 im Diagonalgliede zu, 
also ist a x b t c s pos., 
daher gehört in (a, 6 2 c, d A ) dem d A das pos. a x b 2 c % im Diagonal- 
gliede zu, also ist a 1 b i c g d 4 pos., 
„ in (a,& a c 8 d 4 e B ) dem c 5 das pos. a x b % c z d 4 im Diagonal- 
gliede zu, also ist a x b 2 c z d^e 5 pos. u. s. w. 



§ 4. SStze über die Determinanten. 

I) Jede Determinante kann nach den Elementen einer 
beliebigen Spalte oder Zeile entwickelt werden. 

Dies folgt anmittelbar aus dem Bildungsgesetz in § 3. 
Z.B. 



a. 5. c. 


























i i i 
«A c t 


= «. 


V. 


~ a i 




+«, 


V, 


= «. 




-\ 




+c, 


«A 



etc. 

Anm. Der Faktor jedes Elements heisst seine Unter- 
determinante; der 

von a x heisse A v 



so dass z. B. 



C % etc., 



^, = - 



*>3 C a 



ist. Daher ist auch 

(«AO = <*i Ä i + a i Ä t + a * Ä * = «iA^^i^i + Ci^x = e te. 
Es gilt also folgendes: 

Die Unterdeterminanten der Elemente irgend 
einer Spalte oder Zeile haben abwechselnd das 
Zeichen + und — ; sind ausserdem die Elemente 
einer Reihe mit Ausnahme eines einzigen = 0, 
so ist die Determinante gleich diesem Element 
multipliziert mit seiner Unterdeterminante. 



4 5 7 
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5 7 


8 2 3 


= 4 


2 6 


-8 


2 6 


+ 1 


2 3 


12 6 















oder 



4 5 7 
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8 3 




8 2 


8 2 3 


= 4 


2 6 


— 5 


1 6 


+ 7 


1 2 


12 6 















== - 103 



= - 103. 



0«5 
a c 
b c 



= 2abc: 



2 3 4 5 




100 


10 








= — 3 


4 5 3 


4 5 3 




6 9 


6 09 







= +81, 



nach den Elementen der zweiten Spalte entwickelt. Ans 
dem letzten Beispiel folgt: 

Zusatz. Eine Determinante (n — l) u> Grades kann 
als eine solche n ten Grades dargestellt werden, in 
der das Element zu Anfang 1 ist, die übrigen 
Elemente einer der beiden hinzugekommenen 
Reihen Nullen und die der andern beliebige 
Zahlen sind. 

1 79 

3 4 = - 2. 

5 6 

IL Die Determinante ändert ihren Wert nicht, 
wenn man ohne Aenderung der Aufeinanderfolge 
ihre Spalten als Zeilen schreibt. 

Zunächst gilt der Satz für eine Determinante zweiten 
Grades. Denn es ist 



3 4 
5 6 



'S*. 



— «A-a,^ = 



»i». 



Es mögen nun die folgenden beiden Determinanten 
vierten Grades betrachtet werden, von denen die eine aus 
der andern durch den Tausch der Spalten mit den Zeilen 
entstanden ist. 



«) 



«1 
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c i 


«1 


«. 
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c , 


*, 


°» 
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c . 


** 


«« 
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c « 


*< 



und ß) 



»i \ h \ 

C l C M C 3 C 4 
d l d l d » d * 



Der Faktor eines beliebigen Elements z. B. von c i 



und zwar neg. infolge der 2 + 3 Uebergänge, 



und zwar neg. infolge der 3 + 2 Uebergänge. 



Da zur Zeichenbestimmung in jedem der beiden Fälle 
eine gleich grosse Anzahl von Uebergängen ausgeführt wird, 
so sind auch die Zeichen der Faktoren von c A in a und ß 





«i*i*» 


ist in a: — 


a t b t d t 




a t l t d M 




°i a * a » 


istinß: — 


W>, 




d i d t d * 



8 



einander gleich. Sind also die beiden obigen Determinanten 
dritten Grades, die sich nur durch Vertauschnng der Spalten 
mit den Zeilen ergeben, einander gleich, so sind es auch die 
Determinanten vierten Grades a und ß. 

Allgemein. Gilt der Satz für eine Determinante 
(m — l) Un Grades, so auch für eine Determinante w ten Grades. 
Da er nun für eine Determinante zweiten Grades richtig 
ist, so gilt er allgemein. 

47847 40140 



3 6 
12 4 



3 

1 2 



= 18, 



7 8 2 

8 6 4 



7 3 

8 6 



18. 



III. Die Determinante ändert durch Ver- 
tauschung zweier Parallelreihen ihr Zeichen. 



Behauptnng : 



«i 6 i c i d t e i 
a % 6, c % d % e t 

«a K c s d * e * 

«4 K C 4 d K C 4 
a 5 \ C 5 d 5 e 5 



«1 6 i C l d l \ 



a 6 C 6 • « \ 



wobei die Reihe b mit der Reihe e vertanscht ist. 

Wird zunächst eine Reihe mit einer Nachbarreihe z. B. 
die Spalte b mit der folgenden Spalte c oder der vorher- 
gehenden a vertauscht, so ändert sich in der Entwickelung 
von («AMiO = & 1 # 1 + &,# 2 + & 8 J3 8 + & 4 .B 4 +& 6 -K 5 der ab- 
solute Wert der Faktoren von b t b % . . . nicht, wohl aber ihr 
Zeichen nach -dem Bildungsgesetz (§ 3). Also für zwei be- 
nachbarte Spalten gilt der Satz. Es lässt sich aber zeigen, 
dass der Tausch zweier beliebiger Spalten z. ß. der Spalten 
b und e auf eine ungerade Anzahl von Vertauschungen 
zweier nebeneinander stehender Spalten zurückführbar ist. 
Denn hat man, um die Spalte b hinter e zn bringen, wie 
hier, drei Sprünge nach rechts zu machen, so braucht man, 
um die Spalte e nachher an die alte Stelle der Spalte b 
nach links überzuführen, einen Sprung weniger, also im 
ganzen eine ungerade Anzahl von Vertauschungen (3 + 2) 
auszuführen. Daher ändert die Determinante ihr Zeichen. 
Da nun nach II die Spalten auch als Zeilen geschrieben 
werden können, so gilt der Satz allgemein. 



2 4 3 




12 5 


12 5 


«= — 


2 4 3 


3 1 1 




3 1 1 



+ 35. 



Zusatz. Zwei Glieder der entwickelten Deter- 
minante, die sich nur durch Vertauschung zweier 
indices unterscheiden, haben verschiedene Vor- 
zeichen. 

Behauptung: In der Entwickelung von (a^CgdJ haben 
die Glieder ü t b x c A d % und a A b t c t d z verschiedene Vorzeichen. 

Wird in 



a = 



<*A c > d * 
«A C <A 



die 2 mit der 4 vertauscht, so entsteht ß = 



«A C A 

Das Glied a t b 1 c A d s hat in a dasselbe Vorzeichen, wie 
das Glied a 4 b t c t d z in ß, da die entsprechenden Elemente 
beider Glieder in a und ß an derselben Stelle stehen. Weil 
aber a = — ß nach dem soeben bewiesenen Satze ist, so 
muss a A b t c t d s in der Entwickelung von a mit dem umge- 
kehrten Vorzeichen von a, b t c A d s in a auftreten. 

IV. Sind zwei Parallelreihen einander gleich, so ist die 
Determinante = 0. 

Bezeichnet A, den Wert der Determinante A nach der 
Vertauschung der beiden gleichen Reihen, so ist 

A = A,, weil die Determinante durch Vertauschung 
der beiden gleichen Reihen sich nicht än- 
dert; 
A = — A t nach Satz III, 
folglich 2A = oder A = 0. 



3 4 4 
12 2 
5 11 



= 0. 



Zusatz. Wird in A = 0,^ + ^0, + e? 8 <7, + c A C A statt 
c i c i c i c A gesetzt d x d % d t d„ so muss sein d l C l + d t C % + 
d 8 C 9 +dfCt = 0, weil durch die ausgeführte Sub- 
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stitution zwei Spalten gleich geworden sind, 
die Spalte c und die Spalte d. 

1111 

a» 5* e 8 <P 

A lässt sich zunächst als Funktion von a ansehen, welche 
für a = b Null wird (Gleichheit zweier Reihen); A ist also 
nach einem bekannten Satze der Algebra durch (a — b) teil- 
bar. Ebenso sieht man, dass die Differenz irgend zweier 
Buchstaben ein Teiler ist. 

Daher muss A = a(b — a) ...(d — c) sein, a ergibt sich 
hier = 1 durch Vergleichung von a&c'd* mit dem Dia- 
gonalgliede lftc'd 3 . 

11 1 1 

I 1+ajl 1 

II 1+yl 
1 1 1 1+z 

Weil für x = zwei Spalten gleich werden, also 
A = ist, muss x ein Faktor von A sein. Ebenso muss 
auch y und * ein Faktor von A sein, weil für y = und 
auch z = die Determinante A = wird. 

Es kann daher A = a.x.y.z gesetzt werden. In A 
hat aber xyz den Faktor 1, wie aus dem Diagonalgliede 
hervorgeht; also ist a = 1. 

Y. Eine Determinante A wird mit einer Zahl 
multipliziert, indem man die einzelnen Ele- 
mente einer Reihe mit derselben multipliziert. 



8) A = 



= x.y.z. 



a i h i c i 
a, \ c, 

«3 \ C 8 



P«3 \ c s 



3 1 1 
2 2 1 
1 1 2 



6 1 1 
4 2 1 
2 12 



= 12. 



Umgekehrt hebt man einen Faktor aus einer Determinante 



11 



12 5 




3 5 


8 3 


= 4 


23 



«ii»«i c » 




a t a, c, 


«i P". c t 


= P- 


a, a, c, 


a t pa t c t 




«» «» «» 



A = 



heraas, indem man ihn von den Elementen einer Reihe 
durch Division absondert. 

= -4. 

VI. Eine Determinante hat den Wert 0, wenn 
die Elemente einer Reihe den entsprechenden 
Elementen einer Parallelreihe proportional sind. 

8 4 5 44 5 

= 0; 636 =2- 336 =0. 

(s.V) 42 1 22 1 

VII. Bestehen alle Elemente einer Reihe aus 
einer gleichen Anzahl von Summanden, so kann 
die Determinante in ebenso viele Determinanten 
gleichen Grades zerlegt werden. 

In 

a i = «[ + < 
sei a t = aj + a % 

n . . - - - a » = < + <• 

Dann ist 

A = a^ + A^ + a,^, = (a[ + a^A l + (a^ + J[)A t +(a^ + ^)A B 

= (a[Ä l + a' t Ä t + a' s Ä s ) + (a'[A x + a'A t + a^,). 

Jede der beiden letzten Klammern stellt hier eine De- 
terminante dar, welche aas der ursprünglichen hervorgeht, 
indem man an Stelle von a zuerst o! and dann den Buch- 
staben a" setzt. 

5 4 1 541 541 

1 3 7 =137 + 137 

5 + 3, 2 + 3, 2 + 2 522 332 

VIIL Der Wert einer Determinante ändert 
sich nicht, wenn man zu den Elementen irgend 
einer Reihe die mit demselben Faktor multi- 
plizierten, entsprechenden Elemente einer Pa- 
rallelreihe addiert oder von ihnen subtrahiert. 

Für A = (a x b % c 9 dn) ist nach IV (Zus.) 



«i \ e i 
a % \ c t 



54 1 




137 


= 


854 





A = a t A>+b„B k +c k C t +d l D l 
= al^+b r B 4 +c f C,+ d r D 4 



h und r bedeuten hier eine 
der Zahlen von 1 bis 4, 
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daher 



A = (a k + pa r )A k + (b k + pb r )B k + (c k + pc r )C k + (d k + P d r )D k . 



2 34 

3 5 2 
6 7 1 

Und es ist ja a,uch 



2 + 3.2 3 4 

3 + 5.2 5 2 
6 + 7.2 7 1 



234 
3 5 2 
6 7 1 



2 3 
35 

6 7 



= — 27, sowie 



834 
13 5 2 
20 7 1 



8 3 4 
13 5 2 

20 7 1 

83 
13 5 

20 7 



= -27. 



Die hier angeführten Sätze werden zur Transformation 
und Auswertung der Determinanten gebraucht. Ihre An- 
wendungen sollen einige Beispiele erläutern. 

§ 5. Transformation und Berechnung einiger De- 
terminanten. 

Der Kürze halber mögen die Zeilen mit 1, 2, 3 

und die Spalten mit I, II, III be- 
zeichnet werden, und ein Ausdruck der Form 

II-(j>III-gIV) 

sage aus, dass eine nach § 4 erlaubte Transformation durch 
die angedeutete Aenderung mit Spalte II ausgeführt ist. 

Schliesslich soll noch durch &(-t-) ausgesprochen sein, dass 

der Faktor Je nach § 4, V aus der Spalte 111 abgesondert ist. 



II-2.I, IH-3.I 



123 
869 
432 



1 
8-10-15 
4-5 -10 



(iMx) 



= 1 



-10-15 
-5 -10 



1-2-31 

= 25 =25. 

-1-2 



Hier ist zunächst von der zweiten Spalte die mit 2 
multiplizierte erste Spalte und von der dritten die mit 3 
multiplizierte erste Spalte subtrahiert und darauf in der 
transformierten Determinante aus Spalte I und II der Fak- 
tor 5 abgesondert worden. 
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Aus dem behandelten Beispiel ergibt sich: 
Sind die Elemente ganze Zahlen, so suche 
man ein Element = 1 zu machen. Die übrigen 
Elemente einer Reihe, in der es steht, sind, wie 
das Beispiel zeigt, leicht in die übergeführt 
und die Determinante selbst nach § 4, 1 (Zus.) auf 
eine solche niederen Grades. 



2) 



1 

12 11 4 

9 10 3 

8 7 2 



2, 2-3 
311 

= 13 1 
872 



i-3. m, n-in 

001 



-2 2 1 
2 5 2 
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« -U. 



■® '(t). •(*) 



2+1, 3 + 1, 4 + 1 



3) 



— a bei 
a— b c 1 
a 6— c 1 
a b c — 1 



= a.b.c 



= — a.b.c 



-1 1 
1-1 
1 1 
1 1 

02 2 

202 

2 20 



1 1 

1 1 

-1 1 

1-1 



a.b.c 



-1111 
0022 
0202 
0220 



= -16 ade. 



i-iv, n-m 



4) 



1 14 15 4 




12 7 6 9 




8 11 10 5 




13 2 3 16 





■ 3-1 15 4 
3 16 9 
3 1 10 5 
3-1 3 16 



= 



(§4, VI), 

magisches Quadrat genannt, weil die Summe der Elemente 
jeder Spalte, Zeile and Diagonalreihe dieselbe ist. 

II - IV, m- IV II + I 
0n 



5) 



Onnn 
nOnn 
nnOn 
nnnO 



n— n On 
n 0-n» 
n n nO 





n-n 




n 


= -n 


n 0— n 


= -n 


n n—n 




n n n 




n2n n 



= -3n 4 . 
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•(tMIMt) ••»••<» 



6) 



1«« a' 
1 6*6* 
1 c* c« 



= a.b.e 



a a 



bb* 



c 



i + {(a + ft + c)n-ml 



be a a* 
call* 
ab c c* 



bc + ac + ab a a* 
ca + ab+ bcbb* 
ab + ac+bc c<? 



= (ab + ac+bc) 



laa f 

1 c c % 



(§4,V). 



7) Den Inhalt eines Dreiecks durch die Koordinaten 
seiner Eckpunkte zu bestimmen. 





*\r. 



T) AP t 0P t = -^i-sinfo-oO 

= i(f 1 r,sina t co8a l -r 1 r 8 cosa J sina 1 ) = bfaVi-x^), 

II) A^OP, = ^sinfo-a,) = -ii^-x^). 

Je nachdem also die Drehung im positiven oder negativen 
Sinne von der Geraden OP, ausgeführt wird, hat man für 
2A den Ausdruck x l y i — x f y l mit dem positiven oder nega- 
tiven Vorzeichen zu versehen. Der Drehungssinn für r x sei 
positiv, also 

2A = «,»,-*,* = Xltfl • 

In bezug auf einen andern Anfangspunkt eines parallel und 
gleich gerichteten Systems habe die Koordinaten x 9 und 
y 8 ; dann ist x x zu ersetzen durch x x — # t , 

»i » » » yi-y» u. s. w. 



1B 



2A 



*i-*t y-y» 



1 », 9, 





la, .y. 




i^y» 


s= 


laj iy. 


= 


is.y. 




la! .y. 




ia'.y» 



Durch Transformation sind auch die Aufgaben 2 und 3 
aus § 4, IV zu lösen. 

§ 6. Auflösung eines Systems linearer Gleichungen. 

Es sei gegeben: 

a) a t x + b t y + c t z = k % 

V + 6 i¥ + V = *•• 
Die aus den Koeffizienten der Unbekannten zusammen- 
gesetzte Determinante {a t b % c^ = A heisst die Determinante 
des Systems. 

I + (yII + *in) 

«iÄ + ^y + Cj* \ c x 
a> t x+\y + c % * \ c f 

«,*+&,#+«»* \ C 8 
auf Grund obiger Gleichungen. Daher 



«, \ «1 




a,* b t c, 




a, 6, c, 


= 


«,* 6, c, 


= 


«. 6 . C 3 




V» 6 . «» 







*i »« «« 


= 


*, 6 . «t 




*. 6 i «» 



a? = 



K 


*i 


«i 


*, 


». 


c . 


*. 


6. 


«« 


B . 


K 


«• 


a, 


\ 


«. 


«» 


\ 


c « 






a, 6, c, 




«* 6 « «i 


= 


a . 6 t c » 





n + (a!i + *iii) 

o, 6,y c, a, t, c. 



a, *, c, 



«1 »» «1 




a, 6, c t * 




«i 6 i *i 


a, b t c, 


= 


a, 6, e t z 


= 


a, b, *, 


« 6 , C 5 




«» b . V 




a » b * K 



und y = 



und * = 



KV.) 



(?M), 
KV.) 
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Das Verfahren ist in analoger Weise zur Berechnung der 
n Unbekannten eines Systems von n linearen Gleichungen 
anzuwenden. Angenommen wird dabei, dass in den gegebenen 
Gleichungen die absoluten Grössen d. h. die von den Unbe- 
kannten freien Jc t , k v . . . allein auf den rechten Seiten stehen. 
Der Nenner des Wertes irgend einer Unbekannten ist dann 
gleich der Determinante aus den Koeffizienten derselben, 
hier also 

«i \ c i 

a % \ c % 

\ \ c z 

und der zugehörige Zähler geht aus diesem Nenner hervor 
durch Substitution der absoluten Grössen der rechten Seite 
Ki Ki K an Stelle der entsprechenden Koeffizienten der Un- 
bekannten. 

Z. B. bei y ist fc n Jc % , Jc z statt &,,&,, h z zu setzen. 

2a;— 3y + * = — 4 

3a;— y— z = 2 

x+ y+2z = 7 



( a i*iO = 



(*iK c z) 



2-3 1 
3-1-1 
112 
2-4 1 
3 2-1 
17 2 



= 23; (kAeJ = 



= 69; («.*,*>) = 



-4-3 1 
2-1-1 
7 12 
2-3-4 
3-1 2 
117 



= 46; 



= 23; 



(M« c .) _ o. 




«.) KV») 


x— y = 1 a; — y + O.z = 1 


y+2z = 7 oder 0.a;+ y + .2*=7 


2s- a; = -a; + 0.y + 2« = 




1-10 




A = 


12 
-1 02 


= 4 U. 8. W. 


x = 


= 4; y = 3; « = 2. 
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Ist in einer linearen Gleichung ax + by + cz + dv = h 
das absolute Glied Je = 0, so heisst dieselbe homogen. 

Wir betrachten nun ein System von drei solchen homo- 
genen, linearen Gleichungen mit drei Unbekannten: 

«1* + &!# + *!* = 

ß) a t x + \y + c 9 B = 
a 9 x + b 9 y + c a z = 0. 

Aus den für das System a gefundenen Losungen folgt hier : 
rc-KM») = 0; y.fo&jCj) = 0; «.(a^,^) = 0, 

da ja in den dortigen Determinanten h x = Jc t = Tc t = 
zu setzen ist. 

Ist also die Determinante (a t b % c M ) nicht = 0, 
so muss jede der Unbekannten x,y,z = Q sein, 
damit diese Gleichungen zusammen bestehen. 

Ist hingegen irgend eine der Unbekannten 
x, y, z von verschieden, so muss die Determi- 
nante (^6,0,) = sein. Die Unbekannten erscheinen 
dann in der Form % und sind also unbestimmt. 

Dagegen lässt sich zeigen: 

Die Verhältnisse der Unbekannten zuein- 
ander haben bestimmte Werte, wenn eine der 
Unterdeterminanten A l} ...C s der Elemente des 
Systems nicht verschwindet und A == ist. 

Es ist inuner 

a k A x + b k B x + c k C x = (§4,IV, Zus.). 
In unserm Falle ist aber A = 0, also auch 

****+**** + *><>* = 0- 
Es gelten also die beiden folgenden Systeme: 

«la + ^y + Ci* = a l A k +b l B Jt + c t O k = 
«iX + Ky + Ctg = * t A h +\B h +c % C h = o 

«,* + & 8 y + *,* = a 9 A k + \B t +c a C k = 0, 

worin für Je durchweg entweder 1 oder 2 oder 3 zu setzen 
ist und V h die dem v t zugehörige Unterdeterminante bezeichnet. 

Prangs Determinanten. 2 
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Wird jede Gleichung des ersten Systems durch eine 
and dieselbe Unbekannte z. B. durch z dividiert und jede 
des zweiten durch die entsprechende Grösse, in unserm 

Falle durch C k , so sieht man zunächst, dass irgend zwei der 

x 
Gleichungen des ersten Systems bestimmte Werte für — 

und — liefern werden, die aus den entsprechenden Glei- 

* AB 

drangen des zweiten Systems für -—■ und -—■ sich auch 

ergeben, welche der Zahlen 1, 2 oder 3 anch k bedenten 
mag; d.h. es ist 

x : y : z = A l :B l :0 1 = Ä t : B % : C % = Ä 9 :B B :O z . 

x v 

Die Verhältnisse — und — werden also bestimmte 

z e 

A B 

Werte haben, wenn in -7— und -^- das C h eine nicht ver- 

schwindende Unterdeterminante ist. 



4as+5y + * 


= 






1) 3a; + 6y + * = 






6« + 4y + e = 0. 






Die Determinante des Systems 








4 5 1 










361 










541 








ist = 0. Man erhält 






* _ 4 _ i_4>_^ 
z C, * - C, G 


». y 




* 0, 





Bei der Wichtigkeit des ersten Satzes folge hier noch 
ein zweiter Beweis für ihn. 

Betrachten wir zwei beliebige der drei durch z divi- 
dierten Gleichungen z. B. die beiden ersten, so ist es klar, 
dass die Werte der in ihnen vorhandenen Unbekannten 

x XI 

— ,— von den Konstanten der beiden Gleichungen abhängen 

z z 

und denselben Nenner (a x l^) haben, der sich auch in der 
Determinante des Systems als C, darstellt. 
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x v Ä 

«>- + &!- + *! = 

1 z l z x 



A = 



«1 6 i «1 

«» &t «. 

«, 6, c, 



Da nun, wie bewiesen, x:y:e unter anderem = -4„ : B t : C, 
ist, und in diesen TJnterdeterminanten A t , B t , C s nur die 
Konstanten der zwei ersten Gleichungen vorkommen, so 
müssen diese Werte, in die linke Seite der dritten Gleichung 



«.(tMIH = ° 



eingesetzt, dieselbe zu Null machen, wenn die Gleichung 
denselben Werten der Unbekannten genügen soll. Man er- 
hält 



*(*H2) 



+ '. 



als den Ausdruck dafür; und dieser Ausdruck kann nur = 
sein, wenn 

a 9 A z + \B 9 + c a C B = 

d. h. A = ist. Daher gilt der Satz : 

I. Für die Koexistenz von n linearen, homo- 
genen Gleichungen mit n Unbekannten, vondenen 
nicht alle gleich Null sind, ist es notwendig, dass 
die Determinante ihrer Koeffizienten gleich 
Null ist. 

Führt man aber das System von n homogenen Glei- 
chungen mit w Unbekannten durch Division mit einer Un- 
bekannten z. B. z auf ein System von n nicht homogenen 

Gleichungen mit n — 1 Unbekannten (— ), (— j, ••• zurück, so 

lautet der Satz: 

II. Für die Koexistenz von n nicht homoge- 
nen, linearen Gleichungen mit (n — 1) Unbekannten 
ist es notwendig, dass die Determinante ihrer 
Konstanten gleich Null ist. 

2* 



i 
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Vorausgesetzt wird dabei, dass die Glieder jeder Glei- 
chung auf der linken Seite stehen. 

Von diesen Sätzen wird bei Gleichungssyste- 
men obiger Art zur Elimination der Unbekannten 
Gebrauch gemacht. 

Ausserdem ergibt sich aus dem Resultat: 
x : y : z = A t : B t : C t 
ein neues, einfaches Verfahren zur Berechnung der Unbe- 
kannten eines Systems von n linearen, nicht homogenen 
Gleichungen mit n Unbekannten, wenn alle Grössen auf den 
linken Seiten stehen. Es war für: 

"'(t)* 5 ^)*'* = ° «46 + M + c, = 

a *u) + h *(^ + e * = ° oder a «& + M + c * = ° 

«.(7) + *.(y) + *. - P «,e + M + c 8 = 

6 = 



o*' 



0* 



Die Koexistenz obiger drei Gleichungen für l und tj hat 
allerdings für die Konstanten ihres Systems die Bedingung 
( a ih c s) " znr Folge. Indessen hängen die aus zwei be- 
liebigen Gleichungen des Systems z. B. aus den beiden 
ersten bestimmbaren Werte von 6 und yj lediglich von dem 
Verhältnis der Unterdeterminanten der Konstanten der 
dritten Gleichung A w B v C a zueinander ab, sind also nicht 
abhängig von den Werten der Konstanten a 8 , fe 8 , c s . 
Um daher z. B. aus den drei Gleichungen: 

«J + M + ^C + *i = 

«gE + M + ^C + d, = 
£, 7), C zu bestimmen, genügt es unter Hinzufügung beliebiger 
vier Elemente a 4 , 6 4 , c A , d A die Determinante zu bilden: 

a t b t e, d x 



a, fc, c, d t 
a z K c « d z 

«4 \ C A d A 
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und 



5 = 4- 



*4 

11 -2*' 



= A 



zu berechnen. 
Beispiele. 



2x + 3y— e— 5 = 

as+2y + 2« — 11 = 

3*+ y+ «—8 = 



= 20; 



2 3-1 
12 2 

3 1 1 



-5 
•11 

-8 





3 


-1-5 


^ = - 


2 2-11 




1 1-8 






2 3-5 


c« = 


— 


1 2-11 
3 1-8 



= 60; 



B. = 



D 4 = 



2-1-5 
1 2-11 
3 1-8 

2 3-1 
12 2 
31 1 



* = ^=i; 



9 - 4r = 2: 



* = 



D. 



= 40; 



= 20. 



= 3. 



Für ein System von n Gleichungen mit n Unbekannten 
6, ?), ... bilde man unter Hinznfügung einer (n + 1)* 611 Zeile 



*»+! v «+l ^n+l 



eine Determinante vom (n + l) 4en Grade, 



Beispiele zu den Sätzen I und IL 

1) Zwischen den cosinus der Winkel eines Dreiecks er- 
gibt sich aus den drei Gleichungen 

— a -f b cos y + c cos ß = 
a cos y — 6 + c cos a = 

a cos ß + 6 cos a — c =0, 

wenn a, 6 und c als Unbekannte angesehen werden, die Be- 
ziehung : 

— 1 cos y cos ß 

cosy — lcosa = cos , a + cos"ß + cos 8 Y + 2cosacosßcosY--l = 0. 
cos ß cos a — 1 

2) Die Bedingung dafür aufzustellen, dass sich drei 
durch ihre Gleichungen gegebene gerade Linien in einem 



Punkte schneiden. Die Gleichungen der drei Geraden seien: 
a l x + h l y + c 1 = 

«s^ + ^y + Cs = o. 

Schneiden sich die drei Linien in einem Funkte, so 
müssen die Koordinaten des Schnittpunktes allen drei Glei- 
chungen genügen. Für die Koexistenz derselben ist aber 
nach II die Bedingung, dass 



«i \ c i 



= ist. 



a, \ c % 

a s \ C 3 

3) Die Bedingung dafür, dass die Gleichung zweiten 
Grades 

F(xy) = ax* + 2bxy + cif + 2dx + 2ey + f = 

zwei sich schneidende Gerade darstellt, abzuleiten. 

Stellt die obige Gleichung das System zweier sich 
schneidender Geraden dar, so muss sie nach Verlegung des 
Anfangspunktes in den Schnittpunkt der Geraden durch 
Parallelverschiebung der Achsen in der Form 

darstellbar sein; d. h. die Glieder erster Potenz und das 
absolute Glied dürfen nicht vorkommen. 

In bezug auf den alten Anfangspunkt habe der neue 
die Koordinaten x l y v 

Man setze 

x = x t + Z 

y = y x + 1- 

Dann ist 

+ 2*(* 1 + 6) + 2e(y l + r i ) +f= 
oder 

F(x t y x ) geht aus F(xy) durch Substitution der Werte x x 
und y x für x und y hervor. 
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Es muss sein nach Obigem 

ax x + by x + d = 

&*i + e V x + • = 
und 

F(x lVl ) = 0. 

Es ist aber 

F(x lVl ) = F(x 1 y l )-{x 1 (ax l + by i + d) + y l (bx l + cy 1 + e)\ 
= «fy + eji + f = 
und das System 

ax x + 6yj + d = 

6a? i + «Sfi + « = 
d*i + «y x + / = 
liefert die Bedingung: 



A = 



abd 
b c e 
de f 



= 0. 



Zahlenbeispiel I. 

2^-7^+3^— 3x — y — 2 = 0. 
Hier ist 



A = 



= 0, 



-f-i-2 

also mnss die linke Seite der gegebenen Gleichung in zwei 
lineare Faktoren zerlegbar sein. Welche Art von geraden 
Linien, ob reelle oder imaginäre, denselben zngehören, zeigt 
die weitere Rechnung. Nach x aufgelöst erhält man: 



X 

und 



x x = 3y + 2 

y i 

1 2^2 

Die linke Seite der gegebenen Gleichung lässt sich daher 
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darstellen als das Produkt 

(x-3y-2)(2x-y-l) 

und die Gleichungen der geraden Linien lauten 

x — 3y-2 = 0, 2x — y-l = Q. 

Dieselben sind reell. 

IL Welchen Wert muss die Konstante f in der Glei- 
chung 

x* — dxy +2y*—4:X — by + f= 

haben, wenn dieser Gleichung zwei gerade Linien entsprechen 
sollen ? 

Es muss dann sein 

+ 2-3 +4 
-3+4-5 = 

a-f +f 

daher 

f = 3. 

Man erhält dann ähnlich wie oben 

(x-y+i)(x~2y+S) = 0; 

und die Gleichungen der geraden Linien lauten: 

x - y + 1 = und x - 2y + 3 = 0. 

4) Reduktion der durch die Gleichung zweiten Grades 
der vorigen Aufgabe F(xy) = gegebenen Kurve auf ihren 
Mittelpunkt. 

Bezöge sich die obige Gleichung bereits auf den Mittel- 
punkt, so würde eine durch ihn gelegte Gerade y = mx 
gleiche Werte für die Abszissen der Schnittpunkte in der 
Gleichung: 

x*(a+2bm + cm*) + 2x(d+em) + f = 

zur Folge haben müssen; daher müsste das Glied erster Po- 
tenz 2x(d + em) = 0, mithin für ein beliebiges m der Aus- 
druck (d + em) = sein. Es müssen d und e daher, die 
Glieder erster Potenz, in der ursprünglichen Gleichung gleich 
sein. 
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Es werde nun die auf einen beliebigen Punkt als An- 
fangspunkt bezogene Gleichung der vorigen Aufgabe auf 
den Mittelpunkt reduziert. Nach der dort durchgeführten 
Transformation wird man also die Koeffizienten der Glieder 
erster Potenz einzeln = setzen müssen. Das neue abso- 
lute Glied 1 F(x i y i ) = dx^ey^f wird aber im allgemeinen 
einen von verschiedenen Wert f x haben, so dass die 
Gleichungen gelten: 

ax t + by A + d = 

bx l + cy x + e = 

dx i +ey i ^(f-f l ) = 0. 

Die beiden ersten Gleichungen liefern die Koordinaten des 
Mittelpunktes 



I — e c 



a-d\ 
b-e\ 



ac-b* 



SJi 



ac-b* 



Derselbe liegt also im Endlichen, wenn ac — V ^0 ist. Als 
Bedingung für die Koexistenz der drei Gleichungen erhält 
man 

ab d 



abd 
b e e 
d'(f-A) 



= 0, also f x = 



b c t 
def 



ac- 



b* 



Die auf den neuen Anfangspunkt bezogene Gleichung lautet 

da die Glieder zweiter Dimension bei der Parallelverschie- 
bung der Achsen sich nicht ändern. 
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§ 7. Multiplikation zweier Determinanten miteinander. 

I. 
Das Produkt 






P1P1 
2i & 



= ((*A- a > h i)(PiQ2-P*4i) 

= («1^1 \ 2| + a 2i>2 \ «t) - ( a i *>2 & 2 2i + «2*1 & 1 ffi) 

ist gleich der Determinante 

«iPl + a *P» \Pl + 6 *2>. = «1 «2 
«i«! + «■«!> *|Sl+&l«l ßl ß t 

wie sich durch Auflösung dieser Determinante ergibt. 

Das Bildungsgesetz der neuen Determinante, die gleich 
dem Produkt der beiden ursprünglichen ist, hat allgemeine 
Giftigkeit auch für die Produkte zweier Determinanten w t6n 
Grades. 

Es genügt, den Beweis für das Produkt zweier De- 
terminanten dritten Grades zu führen. Es sei 



P = 



\ \ \ 



Q = 



Pi P% P* 

2i 4* & 



Aus diesen Determinanten P und Q sei eine neue Determi- 
nante R nach obiger Art gebildet, z. ß. in der zweiten 
Zeile das dritte Glied , 

dadurch, dass die Elemente der zweiten Zeile aus P mit 
den entsprechenden der dritten Zeile aus Q multipliziert 
und die Produkte addiert seien: 



B = 



a iPl + a 2P*+ a sPz «lffi+ a 2«2 + a 8«8 a i r i+ a 2 r 2+«3 r 8 

\Pi + \P* + \Ps Mi + M, + Ms &i r i + V2 + Va 

C li>i+ C*P*+<>3P8 C l«l+ C 202 + M 8 C 1^1+ C 2*"2+ V* 



Pi P, ßa 
Ti T, T. 
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Nach § 4, VII zerfällt diese Determinante in 27 De- 
terminanten dritten Grades. Unter diesen verschwindet jede, 
in der zwei Parallelreihen vorkommen, die sich nur durch 
einen Proportionalitätsfaktor unterscheiden. Z. B. 



= 0. 



Es bleiben nur Determinanten übrig, die nach Absonderung 
des den Elementen einer Spalte gemeinsamen Faktors Ele- 
mente mit den Buchstaben a, b, c enthalten werden und 
zwar so, dass nicht zwei Spalten denselben index haben. 
Eine solche Determinante wird z. B. sein : 



a lpl «l«l a » r t 




«. «i «, 


b iPt Mi 6 « r , 


= Pifi'i 


&, ». *. 


«iä c «äi c « r . 




C l «1 «8 



P.2i r 8 



*. »1 *. 



Die Determinante (a % b t e 9 ) unterscheidet sich von P = 
( a A c ») a ^ er nur durch das Vorzeichen. Mithin ist 



P = 



\\*> 



ein Paktor von B. 



Denkt man sich weiterhin in der Determinante R die 
Zeilen mit den Spalten vertauscht und darauf wiederum 
eine Zerlegung derselben Art in 27 Determinanten ausge- 
führt, so erkennt man ebenso, dass die Determinante R 
auch den Paktor Q = (p l q^r i ) haben muss. Es wird also 
R = f.P.Q sein, worin der Faktor f noch zu bestimmen 
bleibt. Man suche zu diesem Zweck in der Entwickelung 
von f.P.Q das Glied auf, welches dem Gliede a 1 6 t e a l» 1 9 l r s 
in der Entwickelung von R gleich ist. Dasselbe ist 
f-a>ib% c iPx<l% r z) also ist f = 1 und daher R = P.Q. 



13 
23 



24 
31 



1.2 + 3.4,1.3 + 3.1 
2.2 + 3.4,2.3 + 3.1 



14 6 
16 9 



= 6 



72 

83 



= 30. 
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IL 
Liegt ein System von Elementen vor, in dem die Zahl 
der indices grösser ist als die der Buchstaben, z. B. 



und , so wird in 



pip. 



\ \ \ «i «. «. 

<x, = a 1 p l + a t p t + a t p s etc. zu setzen sein, und es wird be- 
hauptet : 

a iPt + «»!>. + «»P»> «i 4. + «,2, + «,2, 
&,!>, + 6 ,P, + 6 »i>»> &, 2, + 6 , 2, + 6 , 2, 



ü = 



«1«! 



».«», 



«i 2, 



+ 



»i». 



p.i>» 

2, 2, 



M. 



P.Pa 
2, 2» 



B kann zerlegt werden in die Determinante 
«>P, + a ,P» «.2i + «»«. 

and eine Anzahl anderer, bei denen in jeder mindestens bei 
einem Element der index 3 auftritt. Die eben angeführte 
Determinante ist dem Werte und Zeichen nach (§ 7, 1) 



».». 



PiPt 



Sie muss in der Entwickelang von R auftreten und enthalt 
ausserdem alle Glieder, in denen die indices 1 und 2 aus- 
schliesslich, d.h. die index -Gruppen 11, 12, 21, 22 vor- 
kommen. Analoges gilt von 



a iPi + a »P» °,2, + «,2, 
b iPi + \P» 6 ,2, + &,2, 
und schliesslich von 

«,P, + a »P»> «,2, + «,2, 
6 ,P, + 6 »P„ M. + &.2, 



*, ». 



h\ 



PiP* 
2,2, 

PtPt 
2,2. 



Daher ist, da andere Glieder nicht vorkommen, 



B = 



»1». 


• 


PiPt 

2,2, 


+ 




• 


PiP, 
2, 2, 


+ 


«,«5 
b t b t 


• 


P.P. 

2,2, 
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Man hat also hier alle möglichen Komplexionen zu je 
zweien ans den Ziffern 1 , 2 , 3 zu bilden so , dass in jeder 
eine Ziffer nur einmal auftritt und die grössere Ziffer auf 
die kleinere folgt. Danach sind die Produkte je zweier 
Determinanten aufzustellen. 

Die allgemeine Giltigkeit dieses einfachen Beweisver- 
fahrens leuchtet unmittelbar ein. 

1 ) Aus den gleichen Systemen 



a b c 
a t b i c i 



und 



a b c 
a i h i c i 



B = 



a c 



b c 



geht hervor: 

a' + ft' + c* aa^bb^^ _ ab 
aa. + b^ + c^ a\ + b\ + c] ~ a x b x 

Sind aß? und a t ß 1 Y 1 die Winkel, welche zwei durch 
den Anfangspunkt eines dreiachsigen, rechtwinkligen Koor- 
dinatensystems gehende gerade Linien mit den Achsen bilden, 
bezeichnet 8 den von den Geraden eingeschlossenen Winkel 
und setzt man 

cos a = a cos p = 6 cos y = c 
cos a x = a t cos ßj = b x cos y x = c x , 

so gelten die Gleichungen 

a*+&' + c'=l a\+b* + c]=l (E § 1, 1) 

aa t + bb t + cc t = cos Ö (EL § 2, 4) 

und es ist 



E = 



1 C08& 
COS& 1 



= sin* 



ab* a c * b c 
* + + * 



1) Findet erst Anwendung in Teil II. 
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§ 8. Das Produkt zweier adjungierter Determinanten. 

Wird jedes Element einer Determinante durch die ihm 
zagehörige Unterdeterminante ersetzt, so wird die so ent- 
standene Determinante die adjungierte der ersten genannt. 

Satz. Das Produkt einer Determinante «*•" Grades A 
und der ihr adjungierten A' ist gleich der n Uu Potenz der 
ursprünglichen, also die adjnngierte gleich der (» — l)** n Po- 
tenz der ursprünglichen. 

Der Beweis werde an einer Determinante dritten Grades 
geführt. 



A.A' 



\ &, \ 



A,A,A % 
*i *, B » 

c, c, c, 



c, c, c, 
a t A t + a t A t +a t A t , \ A t + 6, A % + 6, A„ c t A t + e t A t + c,A t 
ai B t +a t B, + ai B t , \ B t + b,B,+ b t B„ C.B.+ c,B t + c t B t 
a l C 1 +a,C t +a,C„ \C X + \G t + b t O t , e t C t + e t C t + c t C t 

«1 Pi Ti 
«. ßt T. 
«» ßt Yt 

Nach § 4, IV (Zus.) sind hier alle Elemente gleich Null 
mit Ausnahme der in der Diagonale stehenden ot, , ß, , ?„ 
von denen jedes gleich A ist. Daher hat man A.A' = A' 
oder A' = A-\ 

Beispiel. Es soll der Inhalt eines Dreiecks bestimmt 
werden, dessen Seiten durch die Gleichungen gegeben sind: 

1) o, x + 6, y + c, = P t (?, T), ) sei der Schnittpunkt von 2) u. 3) 

*.&1.) > . > . 1) . ») 

*.&1.) » > » » 1) » 2). 



2) a,a;+6,y + c 1 = 

3) o 8 a;+6 1 ,y + c 8 = 

Dann ist 









6 -4- 



fit — 



i. = -^; 
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und nach § 5, 7 



Dreieck = £ 



16.1J, 




16, r lt 


= * 


Kl. 





A' 



c. c. 



^ 



G. 



* v 2 



1 


A x B l t 




ABC 


2C 1°* C * 


•°-% •"% v 2 




A -B» CT. 



0,0,0, 



worin C, = (<*„&,,); (7, = -(«,&„); 0, = (a,6j ist. 
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1) E durch P x A.g. 

2) g „ P^E. 

3) E „ P x und durch g. 

4) E „ P^P.j-E,. 

5) E „ P x> P t \\g. 

6) E „ gxmlh(g\\h). 
7a) E „ PJI? nnd||fc 
7b) Wann ist E|| ^, || ftl \\g 3 ? 
8) Schnittpunkt dreier Ebenen. 



n „48 



Methode der unbestimmten Multiplikatoren. 

1) E durch P t und g. 

2) E „ g±E v 

3) Schnittpunkt von vier Ebenen. 

4) g durch P t j_ Ä. 

5) Kürzester Abstand von g und h. 

6) Abstand des Punktes P x von #. 



III. ..... ." „56 



1) Transformation der Koordinaten. Dreiseitige Pyramide. 

2) Mantelfläche eines Kegels. 

3) Hauptebenen der Flächen zweiten Grades. 



J 


G 




v 


/ 




/ 




w 




V 




if 








§ 1. Der Punkt. 

Die Lage eines räumlichen Gebildes werde auf drei sich 
rechtwinklig schneidende Ebenen bezogen : Die Koordinaten- 
ebenen. Ihr gemeinsamer 
Schnittpunkt heisst der 

Koordinaten - Anfangs- 
punkt , ihre Schnittlinien 
sind die Koordinatenachsen 
OX, Or, OZ. Die Abstände 
eines Punktes P von den 
Koordinatenebenen P W, 
PVj PU bestimmen seine 
Lage und sind Kanten 
eines Quaders, die von P 
auslaufen, der G-egenecke 
zu 0. T 

Die von ausgehenden Kanten 0-4., 02?, 0(7, die jenen 
Strecken gleich und parallel sind, heissen Koordinaten des 
Punktes P:#, y, #. Wie in der analytischen Geometrie der 
Ebene hat man festzusetzen, welche Richtungen der Achsen 
als positiv angesehen werden sollen; die entgegengesetzten 
sind dann negativ und die Lage jedes Punktes ist durch 
die der Grosse und dem Zeichen nach gegebenen Koordinaten 
dann vollständig bestimmt. 

In welchem der acht Oktanten, die von den Koordinaten- 
ebenen gebildet werden, der Punkt P liegt, hängt also von 
dem Zeichen seiner Koordinaten, seine Lage in dem be- 
treffenden Oktanten von der Grosse derselben ab. Im fol- 
genden werde durch P oder P(#, y, z) ein Punkt P mit den 
Koordinaten x, y, * bezeichnet und mit 0P(a, ß, 7) sei aus- 
gesagt, dass die Gerade OP mit den Achsen OX, OY, OZ der 
Beihe nach die Winkel a, ß und y bilde; die Strecke OP 

3* 
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sei = l. Dann ist 

x = l cos a, y = l cos ß, s = l cos f. 

Z werde positiv genommen. Dann gelten diese Gleichungen 
auch dem Vorzeichen nach, wie die Anschauung lehrt. 
Weiterhin folgt ans der Figur 



z = v^ + y' + A 

worin also die Wurzel das positive Vorzeichen hat. 
Hieraus ergibt sich 

1) COSa = — - = — , COSÖ ss — , 



cosy = 



und 



cos 8 a + cos 1 ß + cos 2 y = 1. 




Anwendung. Es stelle AB CD ein Rechteck in der 
Ebene E 1 dar ; seine Projektion auf Ebene E ist dann wieder 
ein Rechteck: AB CD 1 = AB CD. cos v. 

Wird das ursprüngliche Rechteck durch Verschiebung 
in seiner Ebene in die neue Lage A 1 B J C l D 1 = f gebracht, 
worin A 1 B l \\AB sein soll, so bleibt Grösse und Gestalt 
seiner Projektion ungeändert. 

Ein beliebiges, ebenes Flächenstück F in E t werde nun 
in eine sehr grosse Anzahl schmaler zu A 1 C 1 parallel lie- 
gender Flächenstreifen zerlegt. Jeder Streifen wird dann 
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näherungsweise , wie die Figur andeutet , dem Inhalte eines 
Rechtecks gleich sein. Ist die Breite des Streifens unend- 
lich klein, so kann er gleich dem Rechteck gesetzt werden. 
Die Projektion F' des Flächenstücks F ist dann gleich der 
Summe der Projektionen sämtlicher Rechtecke, also 

F' = f x cos v + f % cos v + • • • + f n cos v = Fcos v. 

F bilde mit den Koordinatenebenen die Winkel a, ß, y und 
zwar 

^C<x mit der yz -"Ebene 

Werden die Projektionen von F auf diese Ebenen der Reihe 
nach mit F l9 F„ F 9 bezeichnet, so ist also 

F x = Fcosa, F 2 = Fcosß, F B = Fcos 7; 

daher 

F 2 (cos 2 <x + cos 2 ß + cos 2 y) = F 2 + F 2 + F 8 2 . 

Da aber auch a, ß, y die Winkel sind, welche eine zur Nor- 
male von F durch den Anfangspunkt gelegte Parallele 
mit der x, y und 8~ Achse bildet, so ist 

cos 2 a + cos 2 ß + cos 2 y = 1, 
mithin : 

2) F 2 = F 2 + F 2 + F 8 2 . 

Wird das System auf ein anderes mit dem Anfangspunkt 0' 
bezogen mit den Achsen O'X', 0T', O'Z', die mit den Achsen 
des ersten Systems parallel nnd gleich gerichtet sind, und 
hat in bezug auf 0' die Koordinaten a, b, c, der Pnnkt P 
die Koordinaten x\ y\ z\ so erscheint das x als Differenz 
von x 1 und a und es ist 

x = x'— a, 
ebenso 

y = y'-h 

z = z' — c. 
Werden die Striche fortgelassen und wird der Punkt 
0(a&c) mit F 1 {x x y 1 ^ l ) bezeichnet, so gehen die Formeln aus 
1) über in: 



*- VC«-*) 1 + (*-*)■ + (*-- O 1 » 

Entfernung der Punkte P und P x von einander; 

— — L = cos a, * = cos ß, — — - = cos y. 

§ 2. Die gerade Linie. 

1) Die Gleichungen 

— - — l = cos a, — -z± = cos ß, — — — = cos y 

V 9 k 

stellen eine gerade Linie dar, die durch den Punkt P x geht, 
und deren Parallele durch den Anfangspunkt mit den 
Achsen die "Winkel a, ß und y bildet. 

Die Lage dieser Linie wird zweitens auch durch ihre 
Projektionen auf zwei Koordinatenebenen bestimmt z. B. 
auf die XZ- und die YZ- Ebene. Da die Projektion einer 
G-eraden auf eine Ebene selbst eine Gerade ist, so haben 
ihre Gleichungen die Form 

x = az + p 

y = bz + q. 

Diesen Gleichungen genügen alle Punkte einer Ebene, welche 
die Gerade enthält und im ersten Falle senkrecht zur xe- 
Ebene steht, im zweiten senkrecht zur yz- Ebene. Die 
Gleichungen genügen also den Punkten der Schnittgeraden 
dieser beiden Ebenen. Aus ihnen folgt auch für die Pro- 
jektion der Geraden auf die xy- Ebene 

x — p __ y — b 

a ~ q 

Geht die Gerade durch den Punkt P x hindurch, so ist auch 



und 



y x = K + g, y-y x = *(*-* t ) 



— a V "~ Vl = b. 



z — z. 



Aus — x— - = cos a etc. folgt aber auch 
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e — z, 



cosa 
cosy 



y-y t cosß 



* — *, 



cos y 



Daher ist 



a' + a'+i - 



cos a cos ß 

cos y ' cos y 

coe* a + cos* ß + cos* y 
cos* y 



cos* y 



cosy = 



cos ß = 



cos a = 



V^TjT&'+l ' 



Der Wurzel ist hier überall dasselbe Vorzeichen und zwar 
das von cosy zu geben. 

2) Die Gleichungen einer Geraden aufzustellen, die durch 
die Punkte P x und P, hindurch geht. 

Aus: 



05 — 


x l 


* — 


*1 


Sf- 


Vi 



etc. folgt 



* — *, 



• — ** 



= b^ 



z — z. 





*1 


-as, 




g l 


-*, 




Vi 


-y. 



Man erhält diese Gleichungen auch (I, §6, II) durch 
Elimination der Grössen a und b aus 



x — az — p = 0, 

^-",-P = o, 
in Determinantenform: 
x z 1 



y — 6* — g = 
yi-&*i-2 = 



s,* 9 l 



= 0, 



y z 1 

Sfl*! 1 



= 0. 



3) Die Bedingungen dafür aufzustellen, dass sich zwei 
gerade Linien 



schneiden. 



x = az+p 
y = bz + z 



und h 



x = a t z + p t 
y = \z+q t 
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daher 



a — a. 



P-P, 

b-b l q-q l 



(a-a t )B + {p-p t ) = 0, 
(6 -&,)* + (2-3.) = 0, 

oder auch 

(•-•t)Ö»-Pi) 
(*-»,)(?-€») 

4) Der von den Geraden l = OP(aß-r) und l t = OP.fa ^ y,) 
gebildete Winkel ft ist zu bestimmen. 

Pl^ = ? + j; - 2«, cos ft 

= a? + y* + >' + <>? l + y\ + >\ 
- 2W, cos ft, 

^1 = («-aO'+Gr-yO'+C*-«,)' 
== x % +y , + z , + x t l + y\ + g[ 

-2(xx t + yy l + *e 1 ), 

daher 

2H 1 cosO = 2(<ca; 1 + !W l + «* l ) 




-•-f?+f 



oder 






*, 



cos ft = cos a . cos a, + cos ß . cos ß x + cos y . cos y x . 

Unter dem Winkel, den zwei beliebige sich nicht schnei- 
dende Geraden miteinander bilden, versteht man den Winkel, 
welchen zwei durch den Anfangspunkt zu ihnen geführte 
Parallelen einschliessen. 

Sind die beiden geraden Linien durch die Gleichungen 
x = az + p, x = a x z + p x 
y == lz + q, y = b l z + q l 

gegeben, so erhält man also 

-», , «* + »■ + * j 

Va'+^+l.V^+^J + l 

worin die Wurzeln die Vorzeichen von cos y und cos y v wie 
oben, erhalten müssen. 

Ist l j- l v also cos = 0, so ist 

cos a . cos a x + cos ß . cos ß t + cos y . cos y x = 
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oder auch 

, a^ + b^ + 1 = 0. 

Die Bedingung für 1 1| l x ist 

a == a lf ß = ß t , y = Ti- 

§ 3. Die Ebene. 

1) Es sei in der letzten Figur ^PP x = 90°, also l v 
jetzt p genannt, die Projektion voji l. Dann ist cos ft = -y, 
und man erhalt ans 

cos ft = cos a . cos a t + cos ß . cos ß x + cos y . cos y t 

Jcosd = (Zcos a).cosa 1 + (Jcosß).cos ß t + (Z cos y) . cos y x 

oder (S. 36, oben) 

p = x cos a t + y cos ß, + * cos y r 

Dieser Gleichung genügt jeder Punkt P(xyz), dessen 
Projektion auf l x der Punkt P x ist, d. h. jeder Punkt der 
Ebene, die auf 0P X in P x senkrecht steht. 

Und zwar genügen nur Punkte dieser Ebene der Glei- 
chung. Denn ein ausserhalb dieser Ebene liegender Punkt 
würde eine andere Projektion als P x zur Folge haben, also 
auch ein anderes p. Werden weiterhin in 

x cos a, + y cos ß x + z cos y t — p = 

die indices fortgelassen, so stellt daher 

ajcosa + ycos ß + scosy — p = (Normalform) 

die Gleichung einer Ebene dar, für welche das 
vom Anfangspunkt auf sie gefällte Lot die 
Länge + p hat und mit den Achsen die Winkel 
aßy bildet. 

Multipliziert man obige Gleichung mit einer konstanten 
Zahl &, so geht dieselbe in die allgemeine Form über: 

Ax + By + Gz + B = 0. 

Umgekehrt lässt sich beweisen, eine solche in xyz lineare 
Gleichung stellt immer eine Ebene dar. 
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Da die Gleichungen 

Ax + By + Cz + D = 
und 

k(Ax+By+Ce + D) = 

durch dieselben Werte von x, y, e erfüllt werden , so muss 
nur gezeigt werden, dass ein konstanter Faktor X so be- 
stimmt werden kann, dass 

= k(Ax + By + Cz + D) = x cos a + y cos ß + z cos y — p 

ist, worin aßrp die Ebene definieren, in welcher der Punkt 
liegen muss, dessen Koordinaten der Gleichung 

x cos a + y cos ß 4- « cos y — p = 

genügen. Der Bedingung wird genügt durch 

kA = cos a, kB = cos ß, kC = cosy, kD = — p. 



Daraus ergibt sich 




t cos* a + cos 1 ß + cos* y 


nd AT* k — 


n Till 


\JA* + B' + G % 


CO? ot -™~ 


B 

cos H — 


V^ + tf + c" 


r V^' + s'+C ' 


COSY = — — 


c 



Aus kB = —p folgt, dass das Zeichen von X, also auch 
das der Wurzel so gewählt werden muss, dass kD negativ 
wird; d.h. die Wurzel muss das umgekehrte Vor- 
zeichen von D erhalten. 

Um eine Gleichung Ax + By + Gz + B = auf die 
Normalform zu bringen, multipliziert man sie also mit 

==■ und gibt der Wurzel das entgegengesetzte 

V^' + B' + c 8 e ß 

Vorzeichen von B. Der Ausdruck + stellt 

dann den Abstand des Anfangspunktes von der Ebene dar. 

Es folgt hieraus auch weiter: 

Zwei in xyz lineare Gleichungen, die sich nur 
durch einen von verschiedenen, konstanten 
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Faktor r unterscheiden, stellen dieselbe Ebene 
dar. 

Demgemäss erhält man auch ans 

Ax + By + Cz + 2> = 
und 

rAx + rBy + rCg + rD = 

dieselben Werte für p, cos a, cos ß, cos ?. 

Zur Bestimmung des Abstandes des Punktes P t {x x y x z x ) 
von der Ebene Ax + By + Gz + D = verlege man den 
Anfangspunkt durch Parallelverschiebung der Achsen nach P x . 

Dann ist xye zu ersetzen durch x'+x l} S/' + y^ **+*i 
und die Gleichung geht über in 

A(x'+x x ) + B{y'+y x ) + C(z'+z x ) + D = 
oder 

Ax'+By'+ Cz'+(Ax x + By x + Cz x + D) = 

bezogen auf P x als Anfangspunkt. Das frühere absolute 
Glied B hat hier den Wert Ax x + By x + Cz x + D und der 
gesuchte Abstand p x ist daher 

_ Ax x + By x + Ce x + D 

Pl SjA*+B*+C* 

2) Die Gleichung der Ebene, welche durch die von ihr 
auf den Achsen erzeugten Abschnitte bestimmt wird, kann 
auf folgende Art ge- 
funden werden. 

p sei wiederum das 
von auf die Ebene 
E gefällte Lot OP, 
a ß y seien die Winkel, 
die es mit den Achsen 
bildet und a, &, c, die 
von der Ebene auf 
den Achsen erzeugten 
Abschnitte. Es ist 
dann nach der Figur 

P 
cosa = -=- , 




cosß = f, 



cosy = 
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und aus 

x cos a + y cos ß + z cos y — jp = 

entsteht die gesuchte Gleichung: 

a b c 

Anm. cosa = — geht auch aus rrcosa + ycosß + #cosy 

— p = hervor, wenn darin x = a und y = z = gesetzt 
wird; etc. 

3) Der von zwei Ebenen gebildete Winkel ist gleich 
dem Winkel, den zwei Lote auf ihnen miteinander bilden. 
Daraus folgt: 

a) Ist Ebene Ax + By + C* + D = parallel der Ebene 
A x x + B x y + G x ss + D x = 0, so ist auch p\\p l} also auch 
cos a = cos a x etc. oder 

Ä A t 



und 



b) Steht die erste Ebene auf der zweiten senkrecht, so 
ist auch p j-Pu und es ist 

= cos a . cos ttj + cos ß . cos ß x + cos y . cos y t 

oder 

= A.Ä^B.B^C.C,. 

4) Steht eine Gerade ^(a'ß'y')» deren Gleichungen 

, , sind, senkrecht auf einer Ebene E, so muss 
y = be+q ' 

auch p(a$i), das Lot von auf E, parallel g sein, also 

a = a', ß = ß', y = y'. Da nun nach § 2, 1 

• a o# h 

cos a = , cos p = 





SjA* + B % + G % 
B C 


\/a\ + b\ + c; 


A 


_ SjA' + B'+C* 
\JA\ + B\+C! 



• V/V» IV — — — - , 

Va 1 + 5« + 1 V V«'+»'+l 

, 1 

cos v — =■ 

V/a« + 6» + 1 

und 

cosa s= , =• etc. 

VA* + B* + C* 
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ist, so hat man 



A_ _ B^ _ G_ _ \JA*+B*+G* 

<* ~ & — 1 ~ v^T^n 

5) Zur Bestimmnng des Schnittpunktes der Geraden g: 

x = az + p 
y = b* + q 

mit der Ebene Ax + By + Oz + D = erhält man die 
Gleichung 

z(Aa + Bb + G) + (Ap + Bq + D) = 
und 

= (Ap + Bq + D) 

Ist jede Klammer = 0, so ist z unbestimmt und die 
Gleichung wird durch unendlich viele Werte von z befriedigt, 
d. h. die Gerade liegt in der Ebene. Ist nur 

Aa + Bb + G = 0, 
so wird z = oo, d. h. die Gerade ist der Ebene parallel: 
. _ ( Aa + Bb + G = 
* j Ap + 5g + D = 0. 

£ || E : ^La + Bb + tf = 0. 

6) Geht die gegebene Ebene Ax + By + Cz + D = 
durch einen Punkt P l {x l y l z l \ so muss auch sein 

Ax t + By t + Gz t + D = 
und daher 



§ 4. Anwendungen. 

I. 

Eine Ebene E sei im folgenden durch die Gleichung 
Ax + By + Gz + D = 0, 
eine Ebene E x durch die Gleichung 
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x 



az + p 



und 



die gerade Linie g durch die Gleichungen 

y — — 

die gerade Linie h durch — , * , * gegeben. 

1) Gesucht ist die Gleichung der Ebene E, die durch 
einen gegebenen Punkt P, geht und senkrecht zu einer ge- 
gebenen Geraden g steht. 

Es ist 

A(x-x x ) + B{y-y x ) + C(z-z x ) = 0, (§ 3, 6) 

A B ° /fiQ^ 

T = T = T> (§ 3 ' 4 > 

folglich 

a ( x -x x ) + b(y-y x ) + (z-z x ) = 0, 

die gesuchte Gleichung. 

2) Die Gleichungen der geraden Linie g aufzustellen, 
die durch einen gegebenen Punkt P x geht und senkrecht 
auf einer gegebenen Ebene E steht. 

Die gerade Linie ist also parallel dem Lote auf der 
Ebene. Daher ist 



X — X. 

— - — i- = cosa, 


y 


y^ = cosß, 


z 


— — i- = cosy 


und auch 










kA = cos a, 




kB = cos ß, 




kC = cos y; 


also 










# — x x 




_ y-y. 




z — z x 



A B G ' 

die Gleichung der geraden Linie. 

3) Die Gleichung der Ebene aufzustellen, die durch den 
gegebenen Punkt P x geht und die gegebene gerade Linie g 
enthält. 

Aus den Gleichungen mit den Unbekannten A, B,C 7 D: 



Ax + By + Cz + D = 

Ax l + By l +Cz 1 + D = 

Ap +Bq +C.0+D =0 

(§3,5)^La +Bb + <7 +D.0 = 

die gesuchte Gleichung. 



folgt: 



x y z 1 

*i Vi *t 1 
p g 1 
a b 1 



= o, 

(I,§6,H) 
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4) Gesucht ist die Gleichung der Ebene E, die durch 
zwei gegebene Punkte P l9 P f geht und auf einer gegebenen 



Ebene E x senkrecht steht. 



Ax 
Ax. 



+ By 



+ Gz 
Gz. 



x y 



A x B x G x 



0, 



x y z 1 

x i yi *i 1 
x % y, z % 1 
AB C 



+ D =0 
«i + By x + Gz x +D =0 
^oj, + £y, + Gz t + D «0 
(§3,3b)^.^L 1 +B.B 1 +CC 1 + D.O = 0; 

Gleichung der gesuchten Ebene. 

5) Die Gleichung der Ebene wird gesucht, die durch 
zwei gegebene Punkte P x1 P a geht und einer gegebenen ge- 
raden Linie g parallel ist. 

Ax + By + Cz + D =0 
Ax, + By l + Cz l +D =0 
Ax % +B yi + Cz t +D =0 
(§3,5) Aa + Bb +C +D.0 = 0; 

6) Die Gleichung der Ebene wird gesucht, die durch 
die beiden parallelen Linien g und h hindurch geht. 

Da parallele Linien auch parallele Projektionen haben, 
so wird in den Gleichungen der Geraden von g und h 
a = a x und b = b x sein. Daher 

Ax + By + Cz + D = 

Aa + JB6 + G +D.0 = 

Ap + Bq +G.0 + D =0 

(§3,5) Ap^B^+G.O + D = 

7a) Die Gleichung einer Ebene wird gesucht, die durch 
den gegebenen Punkt P x geht und zwei gegebenen Geraden 
g und h parallel ist. 

A(x-x l ) + B{y^y l ) + C(e-M l ) = 
Aa +Bb +G = 

Aa L + Bb x +C = 0; 

7b) Die Bedingung dafür anzugeben, dass drei Gerade, 
deren Richtungen durch die mit den Achsen gebildeten Winkel 
a ißiTn a 2p2T«> ^ßaTs gegeben sind, zu einer Ebene parallel 
liegen. 



und 



x y z 1 
ab 10 
p q 01 
2>! 3, 1 



= 0. 



a 



b 



= 0. 
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Die Richtung jeder der drei Geraden muss also zu der 
Richtung des Lotes auf der Ebene senkrecht stehen. Daher 
hat man 



cosoij cosßj cos^ 
cosa 2 cosß, cosy 2 
cosa 8 cosß 8 cosYs 



— 0. 



-4 008^ + B cos ß x + C cos Yx = 
J.cosa f + I?cosß 2 + (7cosy 2 = 
J.cosa 8 + JBcosßgH- Ccos^g = 0; 

8) Den Durchschnittspunkt dreier gegebener Ebenen 
Ej, E 2 , E 8 zu ermitteln: 

Ä i a + B l y + a i M+D l = 
A % x + B t y + G t z + B % = 
AtX + B^ + CsZ+D, = 0. 

Die Koordinaten des Durchschnittspunktes sind nach I, § 6 

E _ (-*,*« fr) , _ (A-P.fr) g ^ K^-A) 
<- (a *.<*.) ' 1_ (A^fr) ' (A*.fr) 

Ist (A 1 B i C 3 )^0, so haben £,73, C endKche bestimmte 
Werte. Ist der gemeinsame Nenner (A B % C 8 ) = 0, während 
die Zähler der 6, tj und C von verschieden sind, so liegt 
der Schnittpunkt im Unendlichen und alle drei Ebenen 
müssen ein und derselben Geraden parallel sein. 



n. 

Methode der unbestimmten Multiplikatoren. 

la) Die allgemeine Gleichung einer Ebene E, welche 
durch die Schnittgerade zweier Ebenen E l und Ej, hindurch 
geht, ist 

e 1 + xe; = 

oder 

(A l x+B 1 y^G 1 z + D l ) + K(A,x-\-B % y+C % z + D s ) = 0. 

Denn die Gleichung ist erstens in x ) y, z linear und stellt 
daher eine Ebene dar. Da ihr ausserdem die Koordinaten 
der Schnittlinie genügen, weil jede der beiden Klammern 
für diese Koordinaten gleich Null wird, so liegt die Schnitt- 
linie von E t und E f in E. 
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Es kann aber auch umgekehrt die Gleichung jeder 
Ebene, welche durch diese Linie geht, in obige Form ge- 
bracht werden. Eine solche Ebene sei dadurch bestimmt, 
dass sie ausserdem durch einen gegebenen Punkt P l (x l y l z l ) 
des Baumes gehe. Dann muss auch sein 

(A l m l + B l9l + C l M l + D l ) + k(A % x l +B t u l +OtM l +D t ) = 0, 

daher 

x = A t x l + B l y l +a t 9 l + D t 

und 

A^+B^ + C^ + Dt _ A 9 x + B t y + C t e + D 2 

A i*i + *»*, + ^1*1 + A A*i + Ayi + a **t + A ' 

die Gleichung der gesachten Ebene. 

Die Gleichung Ej + XE, = wird daher als die Glei- 
chung des Ebenenbüschels bezeichnet, dessen Ebenen durch 
die Schnittlinie von E, und E, hindurch gehen. 

Es gehe nun eine Ebene E 8 durch g hindurch. Dann 
kann man durch kontinuierliche Aenderung von X der Ebene 
Ej + XE, = eine solche Lage geben, dass sie mit E 8 zu- 
sammenfällt. Die linke Seite von E 8 kann sich dann aber 
nur durch einen konstanten Faktor m von E t + XE 2 (§ 3, 1) 
unterscheiden und man hat dann 

Ej + XE; = WE3 = 

oder für m = — ja gesetzt: 

. E^XE.+ jiE, == 0. 

Umgekehrt : Sind zwei konstante Multiplikatoren X und 
H so bestimmbar, dass die Identität Ej + XE,-!- p.E 8 = be- 
steht, so schneiden sich die drei Ebenen E,, E,, E 8 in einer 
geraden Linie. Denn für jeden Punkt der Schnittlinie von 
E x und E,, ist E^XEj = 0, also muss p.E 8 für sich = 
sein, d. h. E 8 = für die Punkte dieser Linie ; mithin geht 
E 8 durch die Schnittlinie von E x und E 2 hindurch. 

lb) Die Gleichung der Ebene, welche die Gerade g und 
den Punkt P x enthält, ergibt sich auch, wenn g gegeben ist 

durch , , aus 

y = be + q' 

Prangs Determinanten. 4 
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Ax + By + Cz + D 
Ax t + B Vl + Cz t +D 
Aa +Bb +C + D.0 
Ap +B% + C.0 + D 
als die Determinante 



= 

= 

= 

= 



(S. 45) 



x y z 1 
x i Vi *x 1 



= 0. 



X = 



a l 1 
pgöl 

2a) Die Gleichung der Ebene aufzustellen, welche eine 
gegebene Gerade g enthält und auf einer andern gegebenen 
Ebene senkrecht steht. 

g werde als Schnittlinie von E x = und E, = an- 
gesehen, E 3 = als Gleichung der gegebenen Ebene. Die 
Gleichung der gesuchten Ebene hat dann die Form: 

A x x + B x y + C t z + 2^ + k(A t x+ B % y + C % z + DJ = 0. 
Da diese Ebene j-Eg steht, so ist 

woraus man findet: 

A t A % + B % B t + G % % ' 
2b) Die Gerade g sei durch die Gleichungen ~ , 

gegeben, und die Gleichung der gegebenen Ebene sei E, = 0. 

Es ist dann 

Ax + By + Cz +D = 

A.A t + B.B t + C.C t + D.O = 

Aa + Bb + C +D.0 = 

Ap + Bq +C.0 +D = 

die Gleichung der gesuchten Ebene. 

3) Die Bedingung dafür zu suchen, dass sich vier Ebe- 
nen in einem Punkte schneiden. 

Es seien E 1 = 0, E 2 = 0, E 8 = die Gleichungen 
dreier Ebenen, die sich in einem Punkte schneiden. 
Dann stellt die Gleichung 

a) E^AE.+ jiE, = 



und 



x y z 1 

A *, o, o 

a b 1 
p q 1 



= 0, 



51 

die Gleichung einer Ebene dar, welche durch den Schnitt- 
punkt der drei Ebenen hindurch geht, weil für die Koordi- 
naten des Schnittpunkts £t]C sowohl E,, E 2 und auch E 8 
gleich Null ist. 

Zur Bestimmung der Ebene sind hier noch zwei Punkte 
P x und P s erforderlich, durch welche die Ebene hindurchgeht. 

Bezeichnet man nun das Kesultat der Substitution von 

a?j y x z x in die Unken Seiten der obigen drei Gleichungen mit E x E, E 8 

x %y% z % 7) 7) Ti 7> 7) Ti Ti V 7) KjEjEg, 

so liefern die beiden Gleichungen 

ß) E. + XE.+ fi^ = 
T ) E 1 + XE, + f xE 8 = 

die "Werte von X und p., und die Gleichungen a), ß) und ?) 
die Gleichung der Ebene selbst: 

E.E.E, 

E, E, E, = 0. 

Eine vierte Ebene durch £t)C:E< wird dann aber auch 
in der Form E x + XE, + fiEg = dargestellt werden können, 
indem man zwei ihrer Punkte P x und P 2 zur Bestimmung 
von X und p. benutzt. Hat ihre Gleichung eine andere Form, 
so kann sich E 4 nur durch einen konstanten Faktor n von 
Ej + XE,* [iE 8 unterscheiden, also muss sein 

E^XE^+pJE, = nE, 
oder, wenn n = — v gesetzt wird, 

E^^+^ + vE.sO. 

Können umgekehrt drei von verschiedene, konstante Multi- 
plikatoren X, [a, v so bestimmt werden, dass die Identität 

E. + XF^+jjiEa + vE, = 

erfüllt ist, so schneiden sich die vier Ebenen in einem 
Punkte. Denn für den Schnittpunkt von E lf E,, E3 ist E x + XE, 
+ K'Ej gleich Null, also muss auch vE 4 = oder E 4 = 
sein, d. h. E 4 durch l tj C hindurchgehen. 

4* 
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4) Die Gleichungen der geraden Linie aufzustellen, 
welche durch den gegebenen Punkt P x geht und senkrecht 
auf einer andern gegebenen Geraden g steht. 

Die Gleichungen der gegebenen geraden Linie seien 

x = ae+p ," 
y = be + q 

Diese Gleichungen stellen zwei Ebenen dar, von denen 
die eine j- zur XZ- Ebene 
„ andere j. „ TZ- „ steht. 

Nach S. 49 ist also die Gleichung einer Ebene, die 
durch die Schnittlinie g beider und den Punkt P x geht 

bz — q 



x— az — p 



y- 



eine Gleichung, die man auch durch Transformation der 
Determinante auf S. 46 erhält. 

Die Gleichung der Ebene, die senkrecht zu g steht und 
durch P t geht, lautet: 

fl («- a j 1 ) + 5(y-y 1 ) + (f-f I ) = (S.46). 

Diese beiden Gleichungen stellen die gesuchte Gerade dar. 
5a) Den kürzesten Abstand d zweier Geraden g und h zu 
ermitteln. 

Es sei die Ebene E || GD(h) durch ÄB(g) gelegt. Dann 

ist der Abstand irgend 
eines Punktes der Linie 
CD von E gleich dem 
kürzesten Abstand MN, 
der Geraden, welche auf 
g und h senkrecht steht. 
Die beiden Geraden 
mögen die Gleichungen 
haben: 

x = az + p ! 
y = bz + q 
x = a x z+$ x 




9i 



V — V+2i 



h. 



B3 

Eine Ebene durch g hat dann die Gleichung: 

( x -ae-p) + l(y-be-q) = (S. 49) 

oder 

s + Ay + *(-a — Xfc) — (p + kq) = 0. 

Diese Ebene ist || CD(h), wenn (a 1 +X& 1 )-(a + X6) = oder 
X = _|^|Li s t (S.45). 

Die Gleichung der gesuchten Ebene ist also 

(& — ^(x — ae— jp) — (a — ajdf — &jbp — g) = 0. 

Der Abstand irgend eines Punktes der Linie CD von dieser 
Ebene, z.B. des Punktes, in welchem h die XF- Ebene 
schneidet, fäi! den x = p l} y = q l9 z = ist, ergibt den 
Abstand 

d = (*-^)fa-*)-( a - g i)(gi-«) es 43) 

5b) Die beiden Geraden </ und % mögen gegeben sein 
durch : 

— — ^ = cosa =a, — -— *- = cosß = b, — -— i- = cosY =c :g 

x — x m y — y 9 ^ z — z 

—± = 008^ = ^, — — l = cosß 1 = 5 1 , —^. = 0087, = ^ :Ä. 

Man lege durch g eine Ebene parallel h 

Eine Ebene durch P t hat immer die Gleichung 
Afa-xJ + Bhi-yJ + afr-Mj = 0. 
Damit dieselbe die Richtung von g enthalte muss sein: 
Aa + Bb + Cc = 

und damit dieselbe die Richtung von h enthalte muss sein: 
Aa x + Bb t + 0^ = 0. 

Aus diesen drei Gleichungen folgt: j 
x-x x y-y x b-b x 
a b c = 0. 

«i \ c i 



54 



Ebenso ergibt sich als Gleichung der andern Ebene durch P, : 



x-x t y-y t e-z % 
a b c 



= 0. 



a, 6, c, 

Der Abstand des Anfangspunktes von der ersten Ebene ist 



Pi 





\b c | 




a e 


1 




a b 


*. 


k«J' 


-Vi 




a i \ 


\ 


IW 


i* 
+ 


a c 


+ 


a b 


i 


1 


f \K c i 




«i c i 




a 


i*i 





von der zweiten Ebene 



P, = 



*t 


b o 


-y. 


a c 


+ 


*. 


o i 


i 1 

».1 


V 


1 b e 


+ 


a i c l 


t 

+ 


a 
a 


b 
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worin die Wurzel sowohl bei p t als # a dasselbe Vorzeichen, 
wie der Zähler erhalten muss. 

Haben in beiden Fällen die Wurzeln dasselbe Vorzeichen, 
so bilden p t und p % mit den Achsen gleiche Winkel , d. h. 
beide Ebenen liegen zu derselben Seite des Anfangspunktes 
und es ist 



d = p t -p s = 



/ \\ h c I / >> 



iMj 



a e 



+ (*!-*•) 



a 6 



tf 



6 c 



a c 



a b 
a x b x 



Haben die Wurzeln verschiedene Vorzeichen, so bilden 
p x und p % mit den Achsen Winkel, von denen zwei ent- 
sprechende zusammen 180° ausmachen. Die Ebenen liegen 
dann zu verschiedenen Seiten des Anfangspunktes, und es ist 
daher auch hier mit Berücksichtigung der verschiedenen 
Vorzeichen der Wurzeln 



<* = P, + P 2 



&"*' \b c ]-(*- 
1 °1 c l 1 




c 


+ (*! 


-o 


a 5 
a x b x 


... 


vk + 


a c 


i 

+ 


a 6 
a t b t 


9 




sind 



= d^(S-29). 
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6) Es ist der Abstand eines Punktes P x {x x y x *^ von 
einer Geraden g zu bestimmen. 

Die Gerade gehe zunächst durch den Anfangspunkt 0. 
Es werde bezeichnet das Lot von P x auf die Gerade 

P t B mit d, 
0P t » r; 
0P X bilde mit den Achsen die Winkel a^Yj, 
die Gerade g „ „ » » „ aßr, 

und der Winkel zwischen 0P X und OD heisse &. 
Dann ist d = r sin und nach I, § 7 (Schluss) 

am»» = (a6 1 -a 1 5)*+(ac 1 -a 1 c) , d-(6(J 1 -6 1 c)*. 

Da nun 

a - *L * - * c - A 

a i - r i ö i - r > c i - r 

ist, so erhalt man: 

cP = r'sin'O = (y x cos a — aj t cos (3)' + (^ cos a — x x cos y) 1 
+ (0 1 cosß-y 1 cos')f)* # 

Geht die Gerade g nicht durch den Anfangspunkt, so 
habe sie die Gleichungen 

— - — = cos a, ' = cos ß, — - — = cos y, 

worin also der Punkt EtjC ein gegebener ist. 

Man verlege den Anfangspunkt durch Parallelver- 
schiebung in den Punkt SrjC. Dann hat man zur Bestimmung 
von d statt x x zu schreiben x x — 5 

» #x » » & — *) 

„ ^ „ „ #, — C und erhält : 

d% = {(^1"" >))cosa — (ajj— 5) cos ß } * -f- { (£f x — Qcosa — (x t — Qcosy} 2 
+ {('i- Q cos ß - (y x - yj) cos y)}>. 



56 

m. 

1) Tranformation der Koordinaten und Inhalt 

der dreiseitigen Pyramide, ausgedrückt durch 

die Koordinaten ihrer Ecken. 

la) Es seien die Koordinaten eines Punktes P in bezug 
auf zwei rechtwinklige, dreiachsige Systeme mit demselben 
Anfangspunkte xyz resp. 6ijC 

In der Figur auf S. 40 bedeute 0P t die E -Achse und es 
sei PP.j-OP^p). 

Dann ist nach § 3, 1 

p =r x cos a t + y cos ß t + z cos y l 

oder in unserem Falle 

\ = x cos a t + y cos ß t + s cos y 1# 

a i ßi Ti bezeichnen hier also die Winkel , welche die po- 
sitive Richtung der E- Achse mit den Achsen xye bildet. 
Ebenso mögen a a ß a y a und a 8 ß 8 Y 8 die Winkel bezeichnen, 
welche von der positiven Richtung der tj- resp. C- Achse 
mit der x-, y- und *- Achse gebildet werden. Mit Einführung 
der abkürzenden Bezeichnungen a l b 1 c 1 etc. für die cosinus 
der Winkel kann man dann schreiben: 

5 = ^x + ^y + ^z 
t] = a^x + hrf + Ci* 
C = a z x-\-b z y-\-c z z. 

Bei Berechnung der Werte von x, y 7 z aus diesen Gleichungen 
tritt überall derselbe Nenner auf: 



A = 



a i \ c i 



«t & t c % 

»8 \ C S 

Derselbe heisst die Substitutionsdeterminante der Systeme; 
ihr Wert soll berechnet werden. 

Man bilde zij dem Zwecke nach I, § 7 : 



A 8 = 



«!+&!+<! *A+&A+«A a A+ 6 A+«A 

a i a i+\ b l+ C * C l a l + h l + C I « A+ 6 A+V» 



100 
010 
001 



= +1, 
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da a\ + b\ + c\ 
cos(Ey]) 
also ist 



1 und 

cos 90° = 



A = ±1. 



lb) Die Aufgabe soll nun noch in einer allgemeineren 
Fassung behandelt werden, in der sie bei Berechnung des 
Inhalts einer dreiseitigen Pyramide Anwendung finden soll. 

Vom Anfangspunkt des rechtwinkligen, dreiachsigen 
Systems xye gehen drei beliebige Gerade r l9 r 9 , r 8 aus, deren 
Richtungscosinus bezüglich der Achsen wiederum mit a t b t ... 
bezeichnet werden sollen. Es ist der Wert von 



A = 



«i \ c i 
«i h * c t 

«8 K C S 



zu bestimmen. 

Auch hier wird A* gebildet. Der vorhin dafür erhal- 
tene Ausdruck hat dann aber einen andern Wert. Es ist 
o\ + b)+c\ = 1 etc. aber 

«i^ + Ma + c^ = eoBfor.) 
ist nicht mehr = 0, weil im vorliegenden Falle die Geraden 
r i> r ai r s der Annahme nach beliebige Winkel miteinander 
bilden. Daher ist A", wenn 

*(*.*.) = <* 

gesetzt wird: 

2 — cos 5.1, 3 — cos&.l 

1 cosc cos 5 

(1 — cos'c) (cosa— cos b cosc) 
(cosa— cos b cosc) (1 — cos* 6) 
= — (cos a — cos b cos c)* + sin 2 b sin* c 
= (sin b sin c)* — (cos a — cos b cos c)* 
= { cos (b — c) — cos a J | cos a — cos (5 + c) j 
= 4sin£sin(* — a)sin(8 — 5)sin(£ — c), 
worin 2s = a + b + c gesetzt ist. 



A* = 



1 cos c cos b 
cos c 1 cos a 
cos & cosa 1 
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lc) Das Volumen V einer dreiseitigen Pyramide aus den 
Koordinaten ihrer Ecken zu berechnen. 

Die Spitze der Pyramide liege im Anfangspunkte 0, die 
drei anderen Ecken mögen P 19 P a , P, heissen. 

Die Gleichung der durch P lf P,, P, bestimmten Ebene 
ergibt sich aus 

Ax + By +Cz + D = x y e 1 

M + f' + ^ + * = %ls die Determinante ™*J =0, 
^* a + ^y,+ C# f + D = a> 2 1/ 9 * 2 1 

die aufgelost 

ergibt, worin X, F, Z die den Elementen x, y, z und {x t y % y z ) 
die dem Element 1 der ersten Zeile zugehörigen Unter- 
determinanten bezeichnen. Aus Vergleich mit S. 15 erkennt 
man in X, Y, Z, abgesehen vom Vorzeichen, die Ausdrücke 
für die doppelten Inhalte der Projektionen des durch die 
drei Punkte P lf P a , P 8 gebildeten Dreiecks auf die Koor- 
dinatenebenen, also ist nach §1,2: 

j* = x 8 + r* + z«, 

worin J den doppelten Inhalt des Dreiecks bezeichnet. 
Wird die Gleichung 

xX+yY+zZ-fay^J = 

in die Normalform gebracht, so ist 

Vx 1 +!* + £■ 
Daher ist dem absoluten Werte nach 



j. p = 6F= foir,*,) 



*i *i *i 

** k *. 

*. y 8 *s 

Werden die Ecken der Pyramide auf ein dem ursprüng- 
lichen System paralleles und gleichgerichtetes bezogen, und 
hat der Punkt für das neue System die Koordinaten 
Xj y } z % so ist 
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67 = 



x ~ x y-y *-* 
x *- x y a -y V- £ 





1« y 5 


___ 


1 x i ?i *i 




1 x % y t z t 




lx *yzh 



1 x y z 

_ ajj—aj yj— y s^— s 

#,— x y 2 —y *,— s 

x z —x y z —y z^—z 

(S. 7, Zus.) 

Sind zur Berechnung von V drei von einer Ecke ausgehende 
Kanten r x} r,, r 8 und die von diesen gebildeten Winkel 
^Cfor,) = £;c etc. gegeben, so lege man den Anfangspunkt 
in diesen Eckpunkt 0. Dann hat man nur in 
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x i ?i *i 
x % y % z % 

x * y* ** 



für 



x x = rcosaj, y x = rcosßj, . . . 

einzusetzen, worin a iy ... ß 19 ... y, die von r lf r„ r % mit den 
Achsen gebildeten Winkel bezeichnen. Dadurch wird 

cosa, cosßj cos^ 

67 = r x r % r t cosa, cos ß, cosy, = r x r t r % .b. 

coscXj cosß 8 cosy 8 

Auf S. 57 war aber gefunden 



so dass 



A = 2 ^sin 8 sin (8 — a) sin (« — 6) sin (s — c), 



*.*•*, 



7 = ■ * * 8 ^sin 8 sin (« — a) sin (« — b) sin (« — c) ist. 



2a) DieBedingung dafür aufzustellen, dass die 

Gleichung zweiten Grades der Variabein xyz die 

Mantelfläche eines Kegels darstellt: 

f(xyz) = Ax % + A'y* + A"z* + 2Byz + 2B*zx + 2g'xy 
+ 2Cx + 2Cy + 20" z + JF = 0. 

Stellt die Gleichung eine solche Fläche dar, und ver- 
legen wir den Anfangspunkt in den Scheitel des Kegels, so 
wird eine durch den Scheitel geführte, den Kegelmantel 
schneidende Ebene ein Paar gerader Linien erzeugen, dessen 



60 

Gleichung in bezag auf ein in der Ebene des Linienpaares 
liegendes Achsensystem XY mit dem Scheitel als Anfangs- 
punkt nach S. 22 weder Glieder erster Potenz der Varia- 
bein noch das absolute Glied enthalten wird. 

Drucken wir die Koordinaten dieses Systems XY durch 
die eines dreiachsigen mit dem Scheitel als Anfangspunkt 
aus, das dem ursprünglichen, auf welches ffay,*) = 
bezogen ist, parallel liegt {x'y'e'), und ist 

X = px' + qy' + rz 9 
T = P^'+qJ+^z', 

so werden in der neuen Gleichung auch weder Glieder erster 
Potenz noch das absolute Glied vorkommen. Und dies gilt 
für den Schnitt in allen Lagen der schneidenden Ebene, also 
für die Fläche allgemein. 

Daraus ergeben sich zunächst vier Bedingungsgleichungen. 
Man setze 

x = a + x', y = b + y', z = c + tf 

in /(#,y,#) = ein, wo a, b, c die Koordinaten des 
Scheitels für den alten Anfangspunkt sind. Dann wird der 
Paktor 



a von 2x 9 sein Aa +B?b+B'c+C =* 
ß „ 2y' „ Bra+A'b+Bc+(f = 
y „ 2*' B'a+Bb +A"c+C"=0 



in f(a+x', b+y', c+z') = 0. 



Die Gleichungen a = 0, ß = 0, y = können auch in 
der Bezeichnungsweise der Differentialrechnung geschrieben 
werden 

K>, *, c) = 0, \f!(a, 5, c) =; 0, ££'(«, *, <) = 0. 

Es ist ausserdem das absolute Glied 

8 = f(a,b,c) = 0, 
also auch 

8 = f(a, b, c) — (aa + 6ß + cy) = Ca + (Tb + C"c + F = 0. 

Die Gleichungen a = 0, ß = 0, y = und 8 = 
liefern die verlangte Bedingung: 
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ä bt Bf c 

BT Ä B C 
B' B A" C" 
G C C F 



= 0. 



2b) Der Mittelpunkt der Flächen zweiten Grades. 

Es beziehe sich die Gleichung f(x, y,z) = der letzten 
Aufgabe auf den Mittelpunkt der Fläche als Anfangspunkt, 
d. h. auf den Punkt, in welchem alle durch ihn gelegten 
Sehnen halbiert werden. Wird eine Gerade mit den Rich- 
tungs-cosinus a, ß, y der Winkel, welche sie mit den Achsen 
bildet, durch ihn gelegt und das vom Anfangspunkt bis zur 
Fläche reichende Stück derselben mit p bezeichnet, so dass 

x = pa, y = pß, z = p T 

ist, so geht die Gleichung f(x, y, e) = über in 

? % (Aa* + A'$>+A"i*+2Bßi + 2B'ioi+2B"aL$) 

+ 2p(tfa + C'ß+<7' T ) + -F = 0. 

Damit die Werte von p dem absoluten Werte nach 
gleich werden, muss der Faktor von 2p gleich Nxül sein; 
und da dies für jede Richtung von (a, ß, 7) stattfinden soll, 
muss sein 

C = C = 0" = 0, 

d. h. die Glieder erster Potenz dürfen nicht vorkommen. 

Bezieht sich die Gleichung f(x, y, z) = nicht auf den 
Mittelpunkt, so setze man zur Ermittelung desselben 

x = a + x', y = 6+y, « = c + «'. 

Dadurch geht hervor mit Fortlassung der Striche: 

Ax % + A'tf + A"tt +2Byz+ 2B'zx + 2B"xy 

+ *£(«, *, <0 + yfl(», h c) + •£'(«, *, «) + f(; h *) = 0. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes sind daher bestimmt 
durch 

£(«,M - 0, tf(a,&,c) * 0, f!(*,*,c) = 0. 
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Das konstante Glied f(a, b ) c) ist nach S. 60 gleich 
Ca + C'6+C"c + F. 

Werden die drei Gleichungen durch 2 dividiert und 
a, bj c durch x, y y z ersetzt; so erhält man 
Ax + B"y + B'z +C = 
. B"x + A'y+Bz+C'=0 
B'x +By + A"z + C" = 0. 

Die Fläche hat einen Mittelpunkt, wenn der gemein- 
schaftliche Nenner in 

_ z _ z ' — z " 



D = 



A B" B' 
B" A' B 
B' B A" 



ist. 



Sind die Zähler nicht gleich Null und dabei D = 0, 
so liegt der Mittelpunkt im Unendlichen, d. h. es gibt keinen. 

Sind B und die Zähler zugleich gleich Null, so ist die 
Lage des Mittelpunktes unbestimmt. 

3) Hauptebenen der Flächen zweiten Grades. 

Wird die durch die Gleichung 
I. f(x, y, z) = Ax* + A'y* + A"z* + 2 Byz + 2 B'zx + 2B'xy 
+ 2Cx + 2Cy + 2C"z + F = 

dargestellte Fläche von der durch den Punkt M(abc) füh- 
renden Geraden 

x — a y — b « — c 

~7~ - ~y~ - ~r" ~ p 

geschnitten, worin a, ß, y die Richtungs-cosinus der von der 
Geraden mit den Achsen gebildeten Winkel bedeuten und 
p die Entfernung der Punkte M(abc) und P(xyz) ist, so 
erhält man zur Bestimmung der Schnittpunkte der Geraden 
und der Fläche die Gleichung: 

IL fifp 1 + 2Tp + B = 0, 
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worin zur Abkürzung 

T = Aaa + A'b$ + A"c«( + J3(ßc + fc?) + .B^a? + ac) 
+ £"(aß + ab) + Ca + Cß + CTy 

und 12 = /"(a&c) gesetzt ist. 

Soll die Gleichung für p zwei dem absoluten Werte 
nach gleich grosse Wurzeln liefern, so muss T = sein. 

Jeder Punkt, dessen Koordinaten abc der Gleichung 

T = 

genügen, halbiert dann die durch ihn führende Sehne mit den 
Richtungs-cosinus: aß?. 

Wird nun xyz statt abc darin geschrieben, da ja nun- 
mehr abc als variabel angesehen werden, so erhält man: 

T = (Aa + B"$ + B'i)x+(B"a + A'$ + Bi)y + (B'a + B$ + A''i)z 
+ Ca + C'$+G"i = 0. 

Dies ist die Gleichung einer Ebene. Daher liegen die Mitten 
paralleler Sehnen auf einer Ebene. Dieselbe wird die der 
gegebenen Sehnenrichtung konjugierte Diametralebene ge- 
nannt und heisst eine Hauptebene, wenn die Sehnen 
senkrecht zu ihr stehen. 

Es seien Äjxv die Richtungs-cosinus der von der Normalen 
der Ebene mit den Achsen gebildeten Winkel und 8 der 
Winkel der Normalen mit der Sehnenrichtung; dann ist: 

X jt v 

Aa + B"ß + B'f ~ B"a + A'$ + Bf ~ B'a + B$±A"i 

a\+ ß jjl -f- yv cosö 

~ a(^ta + I*"ß + B'i) + ß(I>"a . . .) + T( • • • ) ~~ ~S~~' 

Ist 8 = 0, die Diametralebene also eine Bauptebene, so 
ist cos & = 1. Man hat dann auch 

in. 



Aa 4- ^"ß + JB'y B"a + A' ß + JBy 

= T = 1 

B'a + B$ + A"f 8 
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und die Gleichung der Hauptebene: 

S(ax+$y + tz)+Ca + C$ + C"f = 0. 

Aus III wird erhalten: 

(A-S)* + B"ß + B'i = 

IV. B n d + (A'- 8) ß + B T =0 
£'a + B$ + (A"-S)y = 0. 

Da, aber a' + ß' + Y* = 1 ist, so können nicht a, ß und y 
zugleich sein. Daher erhält man aus dem System IY 
durch Elimination von a, ß und y die Determinante 

(A~S). *" 5' 

V. B" (A'-S) # =0. 
JB' JB (^"^S) 

Den drei Wurzeln für S dieser kubischen Gleichung ent- 
sprechen die drei Richtungen 

«ßT, «iPiTi» «i^Tt 
und jeder Richtung eine Hauptebene. Die Werte von aßy 
erhält man aus zwei der Gleichungen des Systems IV in 
Verbindung mit der Gleichung a* + ß* + 7* = 1. 

Die Reellität der Wurzeln der Gleichung V kann auf 
folgende Art gezeigt werden: 

Eine Wurzel muss reell sein. Hätte die Gleichung V 
ausserdem eine komplexe Wurzel p + qi = p + e, so müsste 
ihr auch die Wurzel p — e zugehören. In p + e und p — e 
ist also p reell und e rein imaginär, also e* reell und negativ. 

Es sei nun p + e eine Wurzel der Gleichung. Setzt 
man in V 

A=p + A l9 A' = p + A' l} A" = p + A" it 

so wie einmal S =*= p + s und dann 8 = p — e ein, so er- 
hält man: 



A x -% B" 
B" 
B' 



x 
B 



B' 
B 



a*:- 



= und 



J^ + t B" Bf 
B" A[ + e B 
B' B A"+ e 



= 0. 



Durch Multiplikation dieser beiden Determinanten geht 
hervor nach I, § 7: 
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0-e" K M 
K JET-s* L 

m l j-e 

A\ - e* + B" % + B n , A t B"+ B"A[+ B'B, A x B'+ B n B + B'A X 
= B"A x +A[B''+BB f ,B n * + A[ t -e % + B\ B"B' + A' 1 B + BA" l = 
B'A l + BBr+A" l B' } B , B"+BA[ + A X B, B"+ J5 1 + A\ % - e J 

oder aufgelöst 

G KM 
KHL = 0. 
ML J 

Der Faktor von — e 4 ist positiv, weil G + H+ Jaus einer 

Summe von Quadraten besteht, 
„ „ „ e" „ „ , weil jedes seiner Glieder in eine 
Summe von Quadraten zerlegbar ist. So ist z. B. 

HJ-L* = 



Af + BT'+B* 


B"B' + A' l B + BA" l 


B'B"+BA' 1 +A n 1 B B n + B* + A'? 


BT A\ 


t 


B" B 


i 


A[B 


2 


B' B 


+ 


B* A'[ 


+ 


B AI 


; l,§7(Sd 



Ebenso ist GJ-HP und GH- 
Schliesslich ist 



K % in dieser Weise darstellbar. 



G KM 




A x B" B' 


KHL 


= 


B" A[ B 


ML J 




B' B A'l 



also auch positiv. 

Die linke Seite der Gleichung VI besitzt also keine 
Zeichenfolge, daher auch, da sie vollständig ist, keine nega- 
tive Wurzel für e" (Satz v. Carte sius). Die Annahme ist 
also falsch. Die ursprüngliche Gleichung hat daher drei 
reelle Wurzeln. 
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